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Punktionen einer unabhängij?en Variabelen. 

1. Zusammenstellung der Differentialquotienten der einfachen 

Funktionen. 
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g der Differentlalquotienten algebraischer Funktionen. 

e Gleiclmnp: /.wisclien (loi beiden Unbekannten 
ler belieliifien Anzalil von willkürlich fiewählten 
;en a, h, e u.s.w., wie etwa: y=(a-\'bx-\-C3?y: 
'l-=as\iix-\-bco?:x: y^i^x: y = e'"\ .i/=a': 

u. 8. w. kann durch eiiie beliehif;e Anzahl von 
y Ijefriedifit werden, indem aus der OleichunfT 
Stelle von x suljstituirten Wertli ein oder 
e Weitlie von y liei-vorfrehen. Wir safren daher, 
liuugen sei y eine Funktion von x und wollen 
ri, dass in irfieud einer Funktion der Werth y 
welchen Werth uiau der Grösse x beilefrt. Die 
,nder abiiäiigi^en Grössen x und y werden die 
Hier Variabelen der Funktion genannt, und zwar 
aeu angeführten Funktionsfonnen x die iinah- 
lie abhängifie Variabele. Die übrifien Grössen, 

w,, nennt luau die Constauten der Funktion. 

folgenden : 

fix), y = ej> {£), y = F{x) U. s. w. 
neinen Bezeiclmung solcher Funktionen : die mit 
loustanten sind liier niclit liesonders hervor^e- 
;ine Eigenthüinlichkeit vieler I'unktionea , dass 

Werth von x aucli uur ein einziger Werth von 

in y = -j?, y = sin a; ; doch gibt es aucli solche, 
rth von X mehr als einen Werth von y hefem, 
= aresiu3;. Hiernach wenlen ein- und mehr- 
oneu unterschieden. 



(1) 



Substituirt man in eine beliebige Funktion y = f{x) an 
Stelle der unabhängigen Yariabelen x die l)estimmten Werthe x 
und ^1, so ergeben sich die entsprechenden Funktionswerthe 
y = fix) und «/i =-- /fe), und man kann aus beiden Werthpaaren 
den folgenden Differenzenquotienten zusammensetzen: 

Vi — y _ fix,) — fi x) 

und da wir die Funktion /* als gegeben voraussetzen , so kann 
in jedem einzelnen Falle dieser Quotient auch ausgerechnet 
werden, 

1. Beispiel: y=^ao?^ yx=^axi, 

2. Beispiel: y =^ Vx^ yi== Vxi^ 

yi — y Vxi— Vx _ 1 



Xt — x Xi — x V^i+ Vx' 

Halten wir nun hi (1) das Werthi)aar x, y unverändert fest, 
ändern dagegen den Werth x^ in der Art, dass er sich dem 
Werth von x mehr und mehr nähert, se wird auch y^ andere 
und andere Werthe annehmen und in dem AugenbHck gleich y 
sein, wo Xi gleich x geworden ist. In diesem besonderen Falle 

nimmt der unter (1) angeführte Differenzenciuotient die Form - 

an und heisst Differentialquotient. Dass derselbe trotz 
der eigenthümlichen Form doch einen ganz bestinnuten und von 
der Art der Funktion abhängigen Werth besitzt, zeigen uns 

schon die angeführten Beispiele, indem für Xi=^x der eine 

1 

Differenzenquotient in 2ax, der andere in . ,,- übergeht. 

2 V X 

Dieses stetige Kleinerwerden der beiden Differenzen ixi — x) 
und (//i — y) in dem Quotienten (1), fortgesetzt bis zu ihrem 
gänzlichen gleichzeitigen Verschwinden, wird als Uebergang zu 
den Grenzwerthen oder Grenzen bezeichnet und durch das vor- 
gesetzte Zeichen lim (limes, Grenze) angezeigt, der hierdurch 
aus dem Differenzenquotienten hervorgehende Differentialquotient 

1* 
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wird durch das Symbol -j^ dargestellt und durch folgende 
Gleichung definirt: 

Cv 01/ • (a/\ OC X\ dC 

Die anfangs etwas befremdende Thatsache, dass die beiden 
Differenzen (1) auch dann noch ein bestimmtes Werthverhält- 
niss besitzen, wenn sie beide in Null übergegangen sind, wird 
durch eine etwas veränderte Auffassung des erwähnten Ueber- 
ganges zur Grenze vollständig aufgeklärt. Führt man nämlich 
die stetige Verkleinerung der Differenzen {xi — x) nicht voll- 
ständig zu Ende, sondern sistirt das Verfahren in dem Augen- 
blick, wo {xi — x) bereits so klein geworden ist, dass es nicht 
mehr kleiner werden könnte, ohne vollständig in Null überzu- 
gehen, so nennt man diese verschwindend kleine Differenz ein 
Differential von x und bezeichnet es durch dx. Da nun die 
andere Differenz (yi — _y) mit der vorhergehenden gleichzeitig 
verschwindet, so wird auch sie in dem Augenblick im Begriff 
stehen zu verschwinden, wo {xi — x) bereits zu c?rr geworden ist. 
Dieser verschwhidend kleine und dem dx entsprechende Werth 
von (^1 — y) wird das Differential von y genannt und durch dy 
bezeichnet. Obgleich hiernach die beiden angeführten Differen- 
tiale als verschwindend kleine Grössen angesehen werden müssen, 
so sind sie doch keineswegs einander gleich, weil sie der Bedin- 
gung zu genügen haben: y -\- dy = f{x -\- dx)^ wenn 'zugleich 
y = f{x) ist. Der Quotient beider Differentiale ist der Diffe- 
rentialquotient der Funktion, für den auch die Bezeichnungen 
f {x) und y' gebräuchlich sind. 

Die letzte Methode, den Differentialquotienten aus dem Diffe- 
renzenquotienten hervorgehen zu lassen, lässt sich auch graphisch 
veranschaulichen. Man substituirt zu dem Zweck in y = f(x) 
für die Variabele x nach einander die Werthe x^ Xi^ X2t XqH. s. w. 
und gewinnt so aus der Funktion die entsprechenden Werthe 
y^ 2/i? 2/2, 2/s U.S.W. Diese Werthpaare dienen jetzt dazu, um 
bei Annahme rechtwinkeliger Achsen nach den Regeln der analy- 



tischen Geometrie eine Reihe von Punkten M, Mi, M^^ Ufa u. s.w. 
ZU construiren, indem die a?-Werthe als Abscisseu und die 
«/-Werthe als Ordinaten aufgetragen werden. Rücken hierbei 
die Substitutionswerthe für x so nahe zusammen, dass ihre Unter- 
wschiede zu einem Differential werden, indem Xi^=^x-\'dx, 
X2 = Xi -\- dx =^ X i- 2dx, Xs = x^ -\- dx = x -{- 3dx u. s. w. 
wird, so sind auch die Differenzen der t^-Werthe verschwin- 
dend kleine Grössen oder Differentiale der y, die jedoch unter 
einander nicht gleich sind, wie dies bei den Differentialen von x 
der Fall ist. Wir setzen deshalb y^ = y ^dy, yi = yi~\- dyi, 
ys=^ y^-h dyi u. s. w. Zugleich treten die Punkte M, Jfi , ilfg, M3 
u. s. w. so nahe zusammen , dass die verschwindend kleinen ge- 
raden Verbindungslinien als die Elemente einer stetigen Curve 
angesehen werden dürfen, welche Funktionscurve genannt wird. 
Die Funktionscurve ist hiernach durch die wichtige Eigenschaft 
ausgezeichnet, dass Abscisse und Ordinate eines jeden Punktes 
durch ihre Masszahlen die zugehörige Funktion y == f{x) be- 
friedigen. 

Legen wir nun durch die beiden benachbarten aber noch 



Fig. 1. 
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nicht unendlich nahe gelegenen Punkte M und M^ einer solchen 
Funktionscurve eine Sekante, so ist 
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Ruckt jtt/t Ml Uiiigs des l!o{,ens dtm Punkte 3/ iiiinier naher 
so \\L\ Itii (In Iiiffeienzen {x — x) und y, — y) in dem Vugen 
blick /H dudi llifteientnlen rfa: und rfy wo Jtfi m nioghcli^itei 
\dlie \in M mnehn^ die Sehne MMt in eni Cuneneleiiient 
die Sekante in eine Tangente und ß in « übergefrangen ist. 
Dieser besonderen I^afie der I'unkte Jf und Mi zu einander 
entsprechen die Coonlinaton x-\-dx, y r dy und es ist jetzt 

ts„~lim"?'i^»-limüSi=ffl-/-a,). (2) 

Xi — j- . .rj — x ^ ' 

In Worten lässt sich der Sinn dieser Fonnel etwa so ansdi-ücken : 
Legt niaii bei rechtwinkeligen Cooidiiiatenachsen 
durch irgend einen Punkt <!ev Funktionscurve eine 
Tangente, so seilt der IMfferentialquotient der Funk- 
tion, wenn wir unter x die Abscisse des Berührungs- 
punktes verstehen, die trigonometrische Tangente 
des Winkels vor, welchen die geometrische Tangente 
mit der :r-Achse bildet. 

Nach diesen vorbereitenden Erörterungen ist es uns möglich 
gewoitlen; die Fonneln zu entwicklen, »ach welchen aus den 
einzelnen Fuuktionsfonnen der zugehörige Ditferentialquotient 
abgeleitet werden k-mn und beginnen wir mit 

y — f\x)^axr, (« ganz und [Msitiv^. 
Den Werthen x und j;, entsprechen die Funktionswcrtlie y = aX", 
y,^ajCi" und daraus entsteht: 

||=limM (^j^f) -ii»>a{x,-^ + x,~-''x-\- ^-'), 

wenn man vor dem Ucbergang zur Grenze die Division ausfüln-t. 
um die Fpnu-zu umgehen. Wird nun Xi = x, so erhält man: 

(3) 
Wird n = 0, so ist y^a, d. h. eine Constante, und daher auch 



dx 






yy = a. Die Differenz («/i — tj) ist mithin gleich Null und bleibt 
Null, wenn man sie durch {xi — x) dividirt und den Quotienten 
zur Grenze überführt. Es ist mithin für: 

y = a-= Constante y^ = 0. 

^ dx 

Der Differentialquotient einer Constanten ist 
gleich Null. 

Die Richtigkeit dieses Satzes lässt sich auch an der Funk- 
tionscurve nachweisen. Da dieselbe für y==a in eine zur :zj -Achse 
parallele gerade Linie übergeht, deren Tangente in allen Punkten 
mit ihr selbst zusammenfällt, so ist « = und daher auch tga = 0. 

Zunächst werden wir jetzt nachweisen müssen, dass Formel (8) 
auch noch dann anwendbar ist, wenn n eine beliebige positive 
oder negative, ganze oder gebrochene Zahl ist. Für ein nega- 
tives w ist: 

a 



— » 



y = —- = ax 

und den beiden Werthen x und x^ der unabhängigen Variabelen 
entsprechen die Funktionswerthe : y = aa;~" und y^ = ax{-''^ und 
daraus entsteht: 

yi — y __ \^i" X'" / — g x^ — a;" 

Damit nun dieser Werth beim Uebergang zur Grenze, d. h. für 
Xi = X, nicht die Form - annehme, führen wir vorher die Di- 
vision aus und linden: 

^ = lim ^^ (x^"-' + x,"-'x + + ^""0. 

dx Xi" X" ^ ^ ' ' ^ 

und daraus für :ri = a; : 

dy ^^_j 

Die umgekehrte Funktion. Zu jeder Funktion y=f{x) 
ist eme andere denkbar, die so beschaffen ist, dass jedes Werth- 
paai xy^ welches die eine Funktion befriedigt, auch der anderen 



jeiiiige Idslet. Mann nennt dann die eine Funktion die üm- 
<e)irung der anderen, und es mögen wiederum xy unda:,^*, zwei 

WerthiKiure sein, die beiden fienügen, Daini ist 
y =/'(^) ^ ='p(!'.) 

ind die {ol|,'eude Formel : 

yi — y ^1 — •t' ^ I 
Xi—x'y^ — y 

identisch riclitig, und sie bleibt ' Jiucli riditig, wenn man zu den 
fJrenzwevtlien übergeht. So eriiäJt man: 

fi.^-l, (4) 

äx dy ' ' 

\. h. in Worten: Ist eine Funktion die Umkohrung 

jiner anderen, so ist das Produkt ans iliren beiden 

[Jifferentiaiquotienteu gleicli der Einheit. 

Auch die Funktionscurve lässt die Richtigkeit dieser Formel 

leicht erkennen, indem die Relation 

iich beim Uel)ergang zur Grenze in die andere verwandelt: 

dii dx ^ . ■ 

-^ . -— = tgß.tg«, = 1. 
dx dy CO 

Mit Hülfe dieser Formel kann jetzt nachnewiesen werden, 
lass die Funktion 

)/ = a \73; = ax" 
ibonfalls nacli Formel (3) dift'erentiiit werden kann. Der um- 
gekehrten Funktion x =—^ entspricht nUndich der Dilfereutial- 
luoticnt 

dx _ny"~^ __n\ax°)'' nx " 

dy a" a" a 

ind daraus geht durch abermalige Unikehrung nach Formel (4) 
ler gesuchte Differentialquotient hervor: 



tzy 



^-1 



Ist spcciell y =. l/S, so ist — = — -y=- 

dx 2 |/nj 

Eine Funktion von einer Funktion. Wenn tj eine 
Funktion von z ist, wie y = f{^)^ und ^ selbst wieder eine 
Funktion von x ist, wie ^ = cp (x), so muss selbstverständlich y 
eine Funktion von x sein, welche durch Substitution von ^ in 
der Form y==^f{(p(x)) erhalten, wird. Dass aber zur Ableitung 
des Differentialquotienten die angezeigte Substitution nicht un- 
bedingt nöthig ist, soll nun gezeigt werden. Den Werthen x und Xi 
der unabhängigen Variabelen entsprechen die Funktionswerthe : 

z -=fp{x) ' ^1=9 (^i) 

und aus diesen bildet sich leicht die nachfolgende Identität: 

Vi — y _ yi~ y ^i — ^ 
— • • 

X\ X Z\ ä X\ "^~' X 

Durch Uebergang zu den Grenzen . geht daraus eine wichtige 
Relation zwischen den Difterentialquotienten hervor, welche heisst: 

dy_^äy^ dz_ .^. 

dx ds ' dx' ^ 

Ist y eine Funktion von ^, und ;e? selbst eine Funktion 
von x^ so ist der Differentialquotient von y nach x 
gleich dem Produkt aus dem Differentialquotienten 
von y nach ^ mit dem Differentialquotienten von 
^ nach X. 
' Beispiel: «/ = (air)'^=^, wenn ^ = a^; 



dy __ 



dz 



= 2z 



dz 



dy 



dx ' dx 



= 2 -s^ . a = 2 a^x. 



Aus «/ = a^ ^^ erhält man den nämlichen Werth. 

Die Formel (5) erweitert sich dadurch, dass wir annehmen, 

es sei: 

y=:f(u), u=^(piz), z = q{x), 

indem alsdann: 

dy dy du dy du dz 

dx du ' dx du ' dz ' dx' 






:'m 



^.■^ 



•■.•■♦i»i5 






-W^ 



^i'^' 



So ist es endlich iiiöf^licli fiewonleii, die Auweiidbarkeit der 
Formel (S) auch fiir den Fall nachzuweisen, dass der Exi»oneiit 
ein Urach und die Funktion von der Form ist: 

y = a\y x' = ax' . 
Durch die Substitution z = jf wird nämlich : 

^ (Jy 1 i-i de „ , 

•' äz n ^ lix ^ 

und daraus: 

Hiermit ist die Gültij;keit der Fonnel (S) für alle möglichen 
Formen des Kx[)onenten nachgewiesen, und wir können ihren 
Sinn so ausspi-echen : 

Eine Potenz der Variabel en wird differentiirt. in- 
dem man ihren Koefficienten mit dein Exponenten 
multiylicirt und diesen selbst um die Einheit ver- 
mindert, 

1. Heispiel: f{x) = ^j^. f'ix) = Vla?. 

2. „ „ ■=2x-\ „ =~v,x-*. 
■d. „ „ =4:X^, „ = 6a:*. 

4. „ „ = 2x'K „ =~x-K 

Die zusammenfjesetüf en Funktionen. Wei-dcn meh- 
rere einfache Funktionen, wie sie in der am Anfang aufgestellten 
Tabelle enthalten sind, zu einer Sunnne oder Differenz, einem 
Produkte oder Quotienten vereinigt, so heisst eine solche Ver- 
bindung eine zusammengesetzte Funktion. Sind zwei derartige 
Funktionen, yiKu = <p(x), v=ip{x), zur Summe y = «-|-« 
verbunden , so erhält man für die zwei besonderen Werthe x 
und Xi der unabhängigen \'ariabeien die entspreclienden Funk- 
tionswerthe : 

u ^fix) V = ip ix) y =a ^ V 
u, = (p (x,) t\ = t;/ (x,) y, = ti, + t\ 
und daraus die Quotienten: 

P> — y ^ («1 + t\) — (tl + V) ^ U,~U I C,~ V 
Xi X X, — X X, — X Xi X 
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woraus dann wieder beim Uebergang zu den Grenzen die Formel 

hervorgeht : 

dy ^1 ^. //M 

(i^ dr» dx 

Zur Erweiterung haben wir darin nur v -\- iv statt v, und 

-= h T— statt -:r- zu setzen, lur u = (p m, «; = (/; (o;), 

dx d X dx ^ r V /^ 

w? finden wir alsdann : 



w 



(){X). 



y =^u -\- V 



dy ^^^i^^i ^^ 

dx dx dx d x^ 



oder in anderer Schreibweise : y* = u^ + n' -\- iv\ 

Der Differentialquotient einer Summe von Funk- 
tionen der nänjliehen Variabelen ist gleich der Summe 
aus den Differentialquotienteu der einzelnen Funk- 
tionen. 

Ist unter gleichen Voraussetzungen y===^u — v, so ist w = 
y-\-v\ u^ = y' -\- v\ und y' = u^ — v\ 

Für das Produkt der beiden Funktionen u und v ergeben 
sich folgende Beziehungen: 

u = cp{x) V = ilj(x) y ==■ u .V 
Ui = (p (Xi) vi = ip (xi) yi = Ui. Vi, 



yi ■" y t<i?v — w^ ^1 ^1 — ^^Vi -[■ uvi — UV 

nc ,if /y ___ /y /v» ___ /'/» 

ll{ — U , Vi — V 
== Vi . h «* . 

/y» , /y» /y« ___ /y» 

iAjI Jü tAyl Jü 

Beim Uebergang zu den Grenzen wird auch i;i zu «;, und man 

erhält : 

dy du . dv . , , , , 

^^=v .-^ — \- n.-rr-i oder : y=v .u^ + u ,v . 
dx dx dx 

In Worten heisst dies : Ein Produkt aas zwei Funktionen 
der nämlichen Variabelen wird differentiirt, indem 
man den Differentialquotienten des ersten Factors 
mit dem zweiten, und den Differentialquotienten 
des zweiten Factors mit dem ersten Factor multi- 
pirt und beide Produkte addirt. 



•■,J4*: 



■ri 






.4^ 

3" 












1 
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1. Beispiel: - y ^=^ o^ . x^ ^= u , v\ w' = 3a;*, y' = 4a;', 
if =^x^ ,%7? "\- x^ .^:X?=^lof^ ein Werth, welcher auch aus der 
anderen Form y = x'' hervorgeht. 

2. Beispiel: ^ = (a + ho(?) . (c -f dx^) == w . t?; u' — 2hx^ 
v'='ddo(?\ y' = 2hx{c + dx^) + '6dx^ {a -\- hx") =^1hcx + 
*6ado(?-\- obdx*. Das gleiche Resultat wird erhalten, wenn man 
zuerst die Multii)lication ausführt und dann die Summe diffe- 
rentiirt. Geht v über in v,w^ so verwandelt sich auch v* in 
v' . w + w\v, und wir erhalten: 

y = ti .V .w^ y' = vtv . u' + uw .v*-{-uv.w\ 

Tritt an Stelle des veränderlichen P'actors v die Constante a, 

. , d «^ ,, , , , «.. (Z v du 

so ist 3— = und daher tur ^ = a . w, ^ = a . -^ — 

dx ^ dx dx 

Der Differentialquotient eines Produktes aus 
einer Constanten mit einer Funktion von x ist gleich 
dem Produkt aus dieser Constanten mit dem Diffe- 
rentialquotienten der Funktion. 

Dem Quotienten «/ = - entsprechen, wenn u=^(p (x), v=ip{x) 
ist, für die Werthe x und ^1. die Funktionswerthe : ^ = -? ^1 = — » 

V Vi 

sowie der Diiferenzenquotient : 

Ui u 

I fi — y Vi V 1 UiV—UV-\-UV — UVi 

Xi X Xx — X VVt' X, — X 



1 / Ui — u Vi — v\ 
= — \v , u . 1 

VVi \ Xi X Xi — x/ 



Der Uebergang zu den Grenzwerthen wandelt diese Formel in 
die nachfolgende um: 







du 




dv 














dy 


V 


' dx 


— u 


' dx 




V 


,u' 


— 


u . 


v' 


dx 






v^ 










«' 







(7) 

Der Differentialquotient eines Bruches ist gleich 
dem Differentialquotienten des Zählers multiplicirt 
mit dem Nenner, \reniger dem Differentialquotienten 
des Nenners multiplicirt mit dem Zähler, das Ganze 
getheilt durch das Quadrat des Nenners. 




■ T^-T'-^ .T"-=T«Jjir»; . ■-, j- 



~.- -V-i'^TP , '"» 



'7. 7^i\-.'- -v 






s 
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"* w 

:".<! 



Beispiel: y =^ 



OC O/ IV J r\ J -t 

X — a V 



y 



f 2x{x — g) — [p^ — g^) - 

(x — af 



Aus der reducirten Form ^=a;+ g entsteht der nämliche Werth. 

Einfacher könnte der DiiBferentialquotient eines Quotienten 

aus demjenigen des Produktes abgeleitet werden. Ist nämlich 

4/ 

2/ = - , SO ist w= ^ . «; ; ^*' = «; . ^' -}- ^ . z;' ; 



I V- 






'li':' 



•■f 



!/ = 



u — y . V 



V 



V ,u — u ,v 



V ■ V V 

Alle bisher bezüglich der zusammengesetzten Funktionen 
aufgestellten Formeln sind als besondere Fälle einer allgemeinen 
anzusehen, die jetzt entwickelt werden soll. Es mag wieder 
sein: u = (p(x), v= ip (x)^ y = f{uv), dann entsprechen den 
Werthen x und Xy^ die Funktionswerthe : 

u =^ (p {x) ^ =z ijj(x) y = t (^ ^) 

Ui = (p (xy) Vi = (// (^i) yt = f{ui Vi) , 

und diesen der Differenzenquotient: 

yi — y_ /'(^i ^^i) — f{u v) 






' » 



aus welchem durch Uebergang zur Grenze der Differentialquotient 
hervorgeht. Bevor dieser aber ausgeführt werden kann, ist eine 
Umformung des Ausdrucks nothwendig, und daher setzen wir: 

Vi — y _ fjUiVi)— f{u Vi) + f{uvi) — f(uv) 



Xy 



X 



*X/ •% 



X 



f(uiVi) — f(uvi) Ui — u , f(uvi) — f(uv) Vi — V 

Ui — U ' Xi ^ X Vi — V ' Xi — X* . 

Um nun den Eintiuäs etwas eingehender zu i)rüfen, den eine 
Constante g auf den Werth des Differentialquotienten äussert, 
wälden wir für die Funktion die P'orm: y==f(xa), legen der 
Variabelen x die bestimmten Werthe x und Xi bei und finden 
die zügehörigen Funktionswerthe: y = f{xa)^ yi = fi-^td), aus 
denen wir dann den Differenzenquotienten zusammenstellen: 



-c 



■V 



-**/ 






5.*t 






.-■'i"-' 



.■*>', 



^ 



lir^ 
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Vi — // ^ fJAo) — f (^ a) 

I^asseii wir darin Xj^ in x üherfi:elien , so bleibt die Constante a 
unverändert und besitzt im Diiferentialquotienten den gleichen 
Werth wie in der Funktion. Liegt nun irgend ein Grund vor, 
die Constant a der Funktion im Differentialquotienten durch 
eine andere Constante h zu ersetzen, so kann dies auch schon 
vor der Differentiation geschehen, weil eben bei dieser Ablei- 
tung die Constante, sofern dieselbe nicht ganz verschwindet, 

ihren Werth nicht verändert. An dem Quotienten '^ ^ ^' — L ^-2 

ist die Grösse Vi genau wie eine Constante betheiligt, indem sie 
in den beiden Theilen des Zählers gleich werthig auftritt. Geht 
nun Xi über in x^ so verändert sich zwar auch Vi, doch besitzt 
es stets in den beiden Theilen des Zählers ganz gleichen Werth, 
bis es endlich zu v geworden ist. Darum ist es auch erlaubt, 
statt des vorstehenden den nachfolgenden Quotienten zur Grenze 
überzuführen : 

f(UiV) — fiuv) 
Wi — u 

Geschieht dies, so erhalten wir den Difterentialquotienten der 
Funktion /" so genommen, als ob nur ti variabel, v dagegen 
constant sei. Der so gebildete Differentialquotient wird der 
partielle Differentialquotient der Funktion nach der 
Varial)elen u genannt und durch ein rundes 8 von dem totalen 

Differentialquotienten unterschieden, also durch ^^ oder durch 
^ bezeichnet. Dass sich der Quotient ^ — — — - auf die 

^U Vi — V 

nämliche Weise beim Uebergang zur (irenze in den partiellen 
Differentialcjuotienten der Funktion nach der Variabelen v ver- 
wandelt, bedarf hiernach keiner weiteren Erläuterung mehr, 

und wir setzen denselben gleich ^' Die anderen Differenzen- 

^ ov 

quotienten unseres obigen Ausdrucks werden ebenfalls zu Diffe- 
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rentialquotienten, und die Gleichung gewinnt so beim Uebergang 

zur Grenze die folgende Gestalt: 

dfß __ 8_/' du , "bf^ d_v , . 

dx "i^u dx 8t? dj? 

Sind w und ^; Funktionen von x^ und ist ^ eine Funk- 
tion von u und v, so differeritiirt man diese Funktion 
partiell nach u und nach v, dann w und v selbst total 
nach X und setzt aus diesen Differentialquotienten 
denjenigen von y nach^ nach der vorstehenden Formel 
zusammen. 

1. Beispiel: Sind uxmAv zu einer Summe verbunden, 

so ist speciell y = f{uv) = w 4- t;, .— = 1, -^ = l , und 

aj/^ -i d^i . d^ 

dx ' dx ' dx' 

2. Beispiel: Bilden u und v eine DiflFcrenz, so ist 
/>, V 1 ? /" 1 8/ ^ dy du dv 

3. Beispiel: Die Vereinigung von u und v zu einem 
Produkt entspricht die besondere Form: y = f {uv) = u.v] 

u 8t7 dar da; ' da: 

4. Beispiel: Ist endlich y = f(uv) = -==u.v~\ so ist 

?/* 1 8/" _., dy . du _2 dv 

8w 8 t? dx dx dx 

du dv 

dx dx 



f). Beispiel: Wenn y eine Funktion nur von m ist, indem 
die andere Variabele v ganz fehlt, so fällt in (8) einmal der 

zweite Theil fort, ferner ist ^ gleichl)edeutend mit —^ oder 

QU du 

d ?/ 

-j^- Für die Funktionsform y = f{u)^ u = cp(x)^ finden wir 

Cv u 

dann: -~ = ^ .-^— , oder die Formel (5). 
dx au dx' 



^^■ 






irigt uns jetzt noch zu zeigen , auf welche Weise 

erweitcii wtii'den kann. Aum den drei Funktionen 

[icli M = (p (x), !•== ff) (x), w= (> {x) Hetzen wir die 

= f(ui'w) zusamnicii, legen der unabhängigen Va- 

ie Werthe x und a-, bei, bilden die entspi-echenden 

irthe: 

>J, V =tp{x), tv =()U), !/ =f(nvw), 

den Üift'erenzeiHiiiotienteu : 

^^uotienten für den Uebergang zur (Frenze geeignet 
fügen wir die Funktionswerthe f(u r, w,) and f(uvw,) 
ositiv und negativ y.a, nmltiplicireu und dividiren 
ile mit (m, - u). (r, — v), (tc, — w) und erhalten: 

',— V ^ /"(Wi''itt'i) fuVtU\) th — M 

\ — X M, — M ' X, — X 

-f{n vu\) n- r , f{uvw,}—f{nvw) w,^w 
— V ' X, — X U!, — W ' .T, — j; ' 

über in j , so verschwinden zugleich die Hitfereiizen: 
1 — m), (v, — v), w, — w) und die 3 aus Differenzen 
iswerthe bestehenden Xähler, und damit wenleii die 
iiotienten zu Differentialtjuotienten. Unser Aiis(huck 
li so zu der Formel : 

^1 = 11 ^4.U 'll^ll ^ nn 

dx ^u' dx~^ ^v' dx^^u)- dx ''-' 

!ite und iniiiiicite, algebraische und trans- 

'unktionen. In Funktionen von der Form: ii=:f(x) 

Funktionszeichen /nur solche Ternien, welche aus 

gigen ^'al■iabelen j und aus Constanten zusammen- 

So geformte Funktionen neimen wir exjjlicit oder 

Sind diigegen die beiden N'ariabelen mit einander 

Constaufcn iti Iielieliiger Weise verbunden, so winl 

fiuf Null gel>rachter Ausdruck eine iini»licite oder 

e Funktion der beiden Variabelen genannt und durch 



J^ 



r 



'Wi 
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f{xy) = symbolisch bezeichnet. Als Beispiel mögen die beiden 
Formen ^ = J/a' — x^ und y^-^ x"^ — a^—Q der nämlichen Funk- 
tion dienen. 

Es ist bekannt, dass die einfachen Funktionen sin j*, cos x 
und ihre Quotienten tg x^ cotg x^ sowie ihre Umkehrungen 
arc sin x u. s. w., und ebenso die einfachen Exponentialfunktio- 
nen e^ und a' und deren Umkehrungen l x und Log x in un- 
endliche Reihen nach der Variabelen x entwickelt werden kön- 
nen. Wir nennejQ desswegen diese einfachen Funktionen trans- 
cendent und ebenso alle zusammengesetzten, In welchen eine 
oder einige einfache tra'nscendente Funktionen in irgend einer 
Weise auftreten. Als Gegensatz werden alle übrigen Funktionen, 
soweit sie hier in Betracht kommen sollen, algebraische Funktio- 
nen genannt. 



>-?i^ 



■<^3 



^m 



§. 3. Aufgaben zur Differentiation algebraischer Funictionen. 



•"^; 



1) y = a 

2) y=zax 

3) y = ax-\-h 
i) y = ax^ 

5J y = 2x^ 
Q) yz=z 4:ax^ 



7) y = - 



V 3 

a 



^^8) ^ = a+ 1hx-\-cx^ 
•9) y = — = ax~^ 

X 

10) y=-. 

X. 

/ll) y^=yx =x^' 






X^ 



dx 




\) 


» 




a ' 


•n 




a 


« 




2ax 


w 




6x' 


» 




20ax'' 






Ibx' 



n 



w 



Y) 



)■> 



n 



» 



a 



= 2i) + \cx] 



— a 



X' 



4 a 



1 



2\/x 

2 J_ 

3 ' v^x 



2 
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13) i, = C-T' 




dx n 


1 




1 1 

^ ■ |/^^ 
3 1 


'=>' = S^V 




" ~"2ü-V'V 


16), = i-)/a] 




-|.^ 


^""'.n^i 




__ 7 rt 


'''^" k% 




11 1 


/>») IJ = x\/VVx 




» ^ 4 " ^ ^ 


^'20),, = V'?"-^ 




'-m- 




e werden dui-ch Einfiiliruiip piner 


Zwisc!ieiivaiiabe)cii ^ nach 


.Icr 


unter (ri) anjiefiitnten Formel 


(liflfei-entiirt : 






21) .,/ = /■(«), 2=f.(a) 




äy dy tlz 
dr~de'dx 


, 22) j, = (o+6,i)- = s' 




, =U(l, + hx) 


'. 2.1) J, = (l.-6a!)■ 




, = — 36(o-6a:)' 


24),,=(a+)«•)■ 




, =ihx(ß + hx') 


2^l) y = {a — hx')^ 




„ = — Ujl/xUä—hxy 


26) !, = (i. + a:')' 




, =6x(a + x'y 


2S) !/ = (« + S.T + f,T')' 




■l(ax-iy . 

^' ) 
„ =n(a+b.r+cx')-'\{H^rx) 

— h 

" (« + 4.»)' 


1 




Cbx 


™'!' ^a-b^r 


" ^fd — A3;')* 


1 




pnx'^' 

■ -(b-x'Y*' 


■^'' »-((,-«')■ 




) 



33) y = Va + hx = ^ 



/ 



,.34) y = V2px 



., 35) y = Vf{^) 

1 



36) y 



V a — hx 
^1) y = ]/a~hx' 

/38) y = \/2ax + 
/so) ;// = |/r=^^* 



_1 



a;' 



40) y = ya-\-x-\-ya — x 

ii)y= ^ 



^ 



42)2/ = 



, 43) .v = ^ 



K2air — x'^ 
1 

v'(2 — ^y 
1 



44) 2/ = 



1 

>7(a + 6a:)'' 
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n </{a + hxy-^" 



Bei den folgenden Beispielen kommen ausser der angeführ- 
ten Substitiitionsformel auch die zwei folgenden zur Anwendung: 



45) y ==u .V 



iO)y 



u 

V 



dy du . dv 

dx ' dx 'dx 



dv 
dx 



V . 



du 
dx 



— u . 



/47) y = (a'+x'){a' — x') 



n 



Y) 



V 



= — ix' 






dy 4: Q 
dx x^ (1— : 
h 


V)' 

-Va 

x' 

j 

b 






" 2Va-\-hx 
P 


M 


V2px 

fix) 
" 2 Vf{x) 
h 


i IHM 


2 Via hxf 
— bx 


M 


" Va hx' 

a-\- sc 




V2ax + x' 

-:-2x'' 
|/l X* 




1 Va — x- 
" 2 • \^a^. 

X — a 


— X 




V(2ax xj 
ix' 




<y(2 x'y 

3 




4 V {x — a) 
P 


'• ••* 



i^ 



2* 









20 



^ ■ /48) ^ = (a + hx) (a — hx) 



L?rt 



y49 



.'53 



p— 



^>:^* 



y 
/ ^^'^ 

/ 55 

^50 

57 

, 58 
59 



/ 



1- 



GO 



61 



62 



03 



G4 



(;;' 



y = 
y = 



(1 — 2a;)(l + 3x) 
(a + ^) Vci — X 



y 



y 



y 



= xVl+x 



==x'\/^ 



= x]/T^ 



X 



X' 



y = 



y 



y = 



y = 



-]/a' + x' 

X 

x'+ 2x+ 1 
x'—l 

1 — X 

1 +x 
\ — 2x^ 



2—x' 



y 



y = 



y 



y = 



y = 



X' 



2 :r + 3 



x^+ 2x- 

( a + ^r 

(I) — xy 
l-Vx 

X 

_ ^ 
V\+x 



3 



y 



-V 



y = 



a-\- hx 
a — h X 
1 



X \/a -\- X 



(ix 



'V^ = — 2h'x 






1 - 12a: 
4 x' (a — 2 x') (a 
a — Hx 



5.2:') 



r 



n 



n 



2 Va — x 

2 + 3:r 
2 |/T+^ 
^ax — hx^ 



2\/a -X 
1 —2x^ 
VT- 



X' 



a* 



n 



7? 



» 



« 



» 



» 



« 



:r^ y a^+ x^ 



x*+ix'+nx'+2x+2 



(1 + xY 
— C)X 

{2—xy 

4rX(x — 3) 

{x'+2x-W 
Gx(a + xy (h + ax) 

{h - x'f 
1 



w 



r 



Vx{\ — Vxy 

2a + 7>.r 
2a^' |/a + />:r 
2 + rr 



r 



2 1/(1 + ^j' 

ah l/a — hx 
(a — bxY ' a -}- hx 

_ 2a + H x 



»!" 



fT'.v-T*';''*-^ 



"■ii'».' 



y 



^^>^==|/;?^ 



/ iol) y={x'\- |/l+a;)' 



dx 



x' + a 
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n 



2 Vx{x'—ay 
2+'dx-\-Clx+\)Vl+x 
VT+x 






§. 4. Die DifTerentialquotienten der trigonometrischen und cylclo- 

metrisciien Funictionen. 

Die einfache trigonometrische Funktion y = ^mx gibt zu 
den Werthen x und x^ der unabhängigen Variabelen die Funktions- 
werthc : y=^^m x und y^ == sin x^^ , und dazu den Differenzen- 
quotienten : 

y^ — y sin x^ — sin x 2 cos J {x^ + x) sin | {x^ — x) 

X,- 



X* X 



X 



X* ' X 



= cos \ {x^ + x) . 



sin \ {x^ — x) 

2 ("^l «^Z 



Nun ist bekannt, dass der Quotient 



sni a 



a 



kleiner als 1 ist, sich 



aber der Einheit mehr und mehr nähert, wenn a abnimmt, weil 
dann sin a und arc « mehr und mehr einander gleich w^erden 
und im Augenblick ihres gleichzeitigen Verschwindens ganz zu- 
sammenfallen und si den Quotienten 1 besitzen. Mithin ist 

sin ^ (x — x) 
auch lim xji_,r ~ = 1 ? ^^^ dann gewinnt der ganze Aus- 

druck beim Uebergang zur Grenze die folgende Gestalt: 

dy _ 



dx 



cos X. 



(10) 



Der Differentialquotient von sin;r ist gleich cos^r. 

Auf die nämliche Weise wird auch der Differentialquotient 
von y = co^x abgeleitet. Den beiden Werthen x und x^ ent- 
sprechen die Funktionswerthe y = cosx und y^ = cos x^ , und 
diesen wieder der Differenzenquotient : 
y^ — y cos x^ — cos x — 2 sin | (x^ -\- x) sin j (x^ — x) 



x^ — X 



x^ — X 



X^ — X 



— sin \ {x^ + X) . 



sin \ (xy^ — x ) 

2 v*^! "^z 



^ 



Ji 



'*^ 



. :*2 



-v 



I 
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Lässt man darin x^ in x übergehen, so wird der zweite Factor 
wieder gleich 1, und der ganze Ausdruck gestaltet sich zu der 
folgenden Formel : 

- = -sm^. (11) 

Der Differentialquotient von cosx- ist gleich — sin^. 
Uebrigens kann diese Formel auch aus der vorhergehenden 

abgeleitet werden, ^y = cos a? = sin I — — :r j = sin -sf, wenn 

n • X 7^ dy dz - . , 

^ = — — X ist. Da nun ^^ =cos;S', -7— = — 1, so ist 
,2 dz dx 

dy / .\ 

-^ = cos j . (— 1) = — cos ^ = — sm X, 

dx 

Die Differentialquotienten von tg x und cotg x ergeben sich 

aus den vorhergehenden auf die einfachste Weise: 

sin :c dy cos^a;4- sin'^a; 1 

y=i^x= ; -^ = 4 = — ;— . 

^ ^ 0.0^ X' dx COS^r Q.O^'X 

cos a; dy — sin'^ x — cos'^ x — - 1 

y = cotg x = -.- -\ 3^ = r—. == -r-7, — . 

^ ° ^mx dx sin 0? snr^ 

Aufgaben: 

68) y = sin (aa;) = sin ^ -^ = a cos (a x) 

69) y = cos (ax) „ =^ — a sin (a x) 

70) i/ = sin - == - . cos - 

a a a 

71) ^ = a cos - „ = — sin - 

72) // == sin (x") = sin z „ = w x"" * cos (rc") 

73) f/ = cos K tt oc „ = , ,-- 

2 J/ a^ 

_., . a a^ a 

74)v = asin- „ = 5. cos- 

_-s 1 a . \ 

, 75) ^ = a cos - — — sm - 

X XX 

'/ 76) y = sin [/- „ = -^^ . cos [/- 

^ X 2k^ iC 



: '-; •: • • • ' 



/ 



/ 77) f/=--tg(ax) 

X 



/78) ^ = atg 



a 



/79) y = a tg I 



/80)y 
,/81) !f 
/ «2) y 

m y 

f/84) y 

yB5) y 

y 86) 2/ 



: sin {a-\-hx)=^ sin ^ 
:cos(a — hx^) 
-mi^ x = z^ 
cos'^(aic) 
= 2 sin"(a^) 

— cos" - 

X 

1 



sm ^ 



/ 



«7)2/ 



= (--)" 

\COS J?/ 



y B8) ?/ 

90) y 

91)2/ 
92) 2/ 



- sin ^ + sin - 
2 ' 2 

7-7 cos dx -— -COS;r 

12 4 



tg X — COtg it- 

3 sin ^ — 4 sin^ o: 



1 



1 



2sin^^ 4sin*x 



l 



97) y = (x tg xY 

98) 2/ = 3 sin X cos'* a? + sin^ x 
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^2/ 



a 



n 



n 



n 



n 



-^ . cos 2a; Slll a; 



\S. 



sin^ (2^-) 
3 cos 3 X 
cos^ ./; 
sin^ X 



» 



93) 2/ = h tg X 

•^ COSiC ^ 

94) 2/ = sin X cos u; 

95) 2/ = (l —cos 2^)' 

96) y = 2 cos'^ (x + a) — cos 2^ „ = 



2sin'^(45^+|) 



COS'"^^' 






cos 2x 

16 sin^^cosjc 

— 4 cos (a + 2:r) sin a 



w 



/sin 2ic + ^^\ 

= X tg ^ I 2 1 

\ cos^r / 

== 3 cos :i) cos 2 X 






rf^ 


cos'^ (arr) 




> i^Sl^^^H 


» 


1 

COS - 




• 'iv£^^l 


» 


a^ 1 

j;* COS - 




;| 


w 


b COS (a 4- ?> '^) 






n 


2?;j::sin(a — hx"^) 






J7 


— sin (2x) 






» 


— — asin(2a:t) 




« 


— ^msin" ^ (a:i;)sin(2<^^) 




— — y . cos""*- sni - ' 

X X X 

« 

COtg X { ' 
SHl X 

n sin X ^i "^ 
cos"+*x ;. ^ 


• 


%■■■ :.■ .;^ 


n 


'6x X "'-' ^' 
— cos —- cos - - !:. . 
4 4 < 


^ 





V 



<V3 



■1 



^ 

.> 



^^1 






1 00) j/ ==!. cos a; (a + ä sin a;) „ = t cos 2 « — a sin a; 

101) y = sin .r sm (a — x) „ =sin(a — 2,^) 
^eosa: ■ - ' . 2a&siii:c 



o + & cos a; " ~~ ((1 + 6 cos a:)* 
sin ;r + cos ar _ — 1 

sin X — coH a: ' ~ cos' (4!3" + x) 
sin X + cos a: sin' x — cos^ x 



102) y 

103) y = 

104) 2/ = - « ■ = , 

sin ic cos a; " sni x cos ^ 

105) y = sin a; — a: cos a; „ = a: sin j; 

Die cyklometiisehen Funktionen sind die Unikeh- 
rungen der trigonometrischen, und heissen : arc sin a:, are cos ar. 
arc tg X, arc cotg x, und desshalb lassen sich auch ihre Diffe- 
rentialquotienten aus denjenigen der trigonometrischen Funktio- 
nen durch Umkelirung ableiten. 

1. !/ = arc sin a: 
ist die Umkehrung von x ^= sin i/. Nun ist : 





dy 


= COS)/ = 


Vi -sin'y = 


r 


-ai" 




und da 


raus entsteht: 

AJL 


1 




(12) 






|/l-j'' 








2. 


y = arc cos x 








gehört 


zu a: = CO 


SU. Da 


nun: 












sin s = - 




_ 


Vl-X 






-Kl-cos',= 




ist, so 


folgt : 


dj, 

dx 


1 




(13) 






Vl^x- 




Kürzel 


ist die folgende Ableitung: 

— arc cos I— "-—■■•■•- **' 




1 




y 


2 


' dx 




^'T^ 


?■ 






3. 


y = arc tg X. 








Es ist 


^ =tg*/ 


dx 
du 


cos-, ' + ".• 


!/ = 


= i + i" 


und da- 



-f?^?-* • .. 
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raus durch Umkehriing: 

^= ^ 

dx 1 + x^' 

4. 2/ — ^i*c cotg X. 
Aus y=-^ — arc tg a; erhält man leicht : 



(14) 



(15) 



dx l + x^' 

Die Ableitung wäre auch so möglich : ^ = arc cotg x = arc tg - 

, 1 

= arc tg ^, wenn ^ = -. 

X 

\r ' i ^y 1 C?^ 1 , 

d^ 1 + ^'- x' '~ i + x'' ^^^' 

Aufgaben. 
106j ^ = arcsin(a^) '^ 

107) ^ == arc cos (a — ij?) 

ft^ — x^ 

108) 2/ = arc sin -k-, — ^ 

109) ^ — arc sin - 

, X 

110) «/ = arcsin V\ - x^ 

, , ^ V & + a cos ^ 

111) // = arc cos — 7—^ 

^ a + 6 cos X' 

112) // = arc cos | i 

113) ?/ = -7= . arcsino; 1/ — 

114) w = arc sin — 

Vl+x' 

115) y = arctg V ax 



dx 


Vi- 


— {a' X 


') 






1 




» 


|/1- 


-(a- 


xy 


» 




2a 

x' 








1 




» 


;r 


|/r:^ 


1 






1 




17 


Vi- 


-x' 






va 


' b' 




» 


a -- 


b cos X 








a 


\ 


» 


X y2a.x — 


a' 






1 




57 


Va 
1 


6:1;' 




W 


1 + 


ä;^ 








a 





2 (1 + a^) yax 



'"^^ 



(<.-i)<+^ 









= sin j;) 

= m tg j) 



l + (x-2)" 
— 1 


I 


2(3 — j)|/2 — « 
-I 


l/l-.' 


■ —1 


2(1 + *") 


m 



J« + (1 — w*)ci 

"2(^+1))/:; 



, |/2aj^- 



l + (a--l)s 


" 2 


-|/2«^-^- 




.ij, 




rfa: ^'2«J; — x" 




i/,_i 





- j;' — a . arc tg 1/ 

d^ _ 1/ « — -t' 



Ire tg j^J . arc tg . 



K + j.'' arc tg x: 



xponentlal- und logarith mische Funktionen. 

miialeiitwicklung 

1^1- -2 n'^l ■ -2 ■ 3 n'^ 

äbig wählbare Variabel« und n eine ganze posi- 



*>:>« 
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tive Zahl vorstellen. So lange n einen endlichen Werth behält, 
bricht die Reihe mit dem Gliede x" ab nnd besitzt dann eine 
ebenfalls endliche Simmie. Um nmi diese Smnme auch für den 
Fall beurtheilen zu können, dass wir uns unter n eine Zahl vor- 
zustellen haben, welche ohne Aufhören wächst bis sie jeden 
endlichen Werth überschritten hat, oder, wie man sagt, unend- 
lich gross geworden ist, geben wir der Reihe die folgende 
Gestalt : 

('+^)"='+f+(-i)Ä+('4)(>-!)rfe+-'A> 

Ihr allgemeines Glied heisst.: 

-=(-i)(-!)('-0; ('-Öo^Stt 

Da die Reihe erst mit dem Gliede x** abbricht, so wird mit n 

auch die Anzahl der Glieder unendlich und die Reihe transcen- 

12 3 » 

dent. Zugleich gehen die Brüche -, -, -,....- in Null 

. n n n n 

über , so lange p das Bereich der endlichen Zahlen nicht über- 
schreitet, und unsere Reihe gestaltet sich vom ersten bis zum 
^ten Gliede für jeden noch so grossen, jedoch endlichen Werth 
von p wie folgt: 



'+f+A 



+ 



X' 



-4- 

I • • • • 



XP 



(Bj 



1.2.3 ' 1 . 2 . 3 . . . i^ 

Ist aber auch p^ welches nicht grösser als n werdeii kann, in 
das Bereich der unendlich gi'ossen Zahlen übergetreten, wobei 
endliche Unterschiede ganz unberücksichtigt bleiben dürfen, so 

ist der Quotient - nicht mehr gleich Null, sondern hat während 

des Uebergangs von p aus dem Endlichen ins Unendliche den 
Werth 1 angenommen. Wir ersehen daraus, däss für unend- 
liche Werthe von j^ die letzten Factoren des allgemeinen Gliedes 
verschwinden, und dass die Reihe (A) abbricht, sobald p in das 
Bereich der unendlich grossen Zahlen eingetreten ist, so dass 
die Reihe (B), fortgesetzt bis zu unendlich grossen Werthen 
von p, als der Grenzwerth der Reihe (A) angesehen werden 
kann. Hiernach setzen wir: 






'*.'? 



-.i'j 






r j 



:<nß 



'■♦j 



1 ,.t^ 



t-'r 



^"m 
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'™('+,7) = '+f+-Ä+ro+ <^> 

Ulli nun auch njiclizuweisen, dass dit' Reihe (Cl für jeden beliebi- 

neii Wertli von x eonvcifient ist, wählen wir das (Jliod ■;-—-: 

so. aus, das.s p bereits fji'osser ist, ids der für die \'ariabele j; 
angcnoninieiie Wcrtli und scheide» in der Reihe diejenigen Glie- 
der ab, welche dem erwähnte» voraiisfichen nnd elHeii endlichen 
Wcrth zur Suniiue haben. Die Uliiif^eu -(jlietler helsseu: 






-^0 



Wir setzen uuu: 

^'"^ * + iJ+Y) + (i.+ l) (P+-2) ~ 
ferner die Vcigleichsreihe: 



P P 



dieser ffconietrischcii Reihe S der Voraussetzung fj;oniäss kleiner 

als l ist, so hat S den Werth — '-— zur Summe, so dass 
p — x 

li<.-, — r ■ — — und die lieihe fOl tonversieHt sein muss, 

l .'2,...p p — X 

Für negative Wertlie von x lässt sich die Convergciiz leicht 

aus dem \'orher{;eheiide» folgern. 

Zum Zweck weiterer Wertliermittlang setzen wir in (CJ 

ar = 1 und erhalten : 



ä"=> + ' + ö + >:^. + - 



lim ( t + 
Weil nun: 

1.2+ 17273+ 1.2.3.4+ ■■•■<2 + 2-+ä'+ 

und (ier Werth der rechten Seite = 1 ist , so muss e einen 
Werth z\¥ischen 2 und 3 besitzen. Wir fimlen e = 2,718281 ... 






>-ä"Jf** 
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Da für ein unendlich wachsendes n die beiden Werthe n 
und nx gleichzeitig unendlich werden, wenn x' eine endliche Zahl 
bedeutet, so dürfen wir in (C) nx statt x setzen, ohne dass 
dadurch an dem Werth etwas geändert wird.. So entsteht: 

Ihn (l + J)"= lim (l + i)"== li.„ [(l + i)"] = e^. 



Durch Vergleich der beiden Werthe für lim 1 1 H — ) erhält 
man schliesslich die Reihe: 



(' + 



^1 ^ 1.2^ 



X' 



+ 



(17) 



1.2.3 

Wir hielten es für angemessen, die vorstehende Reihe hier 
mittelst der Grenzmethode zu entwickeln, sehen aber die gege- 
benen Erläuterungen keineswegs als erschöpfende Beweisführung 
an und verweisen in dieser Beziehung auf die ausführlichen 
Lehrbücher der Analysis. 

Zu der Funktion ^ ~ e"" finden wir mittelst der Reihe (17) 
den DifFerentialquotienten : 



fZ^ __ , ^ , x^ x^ 

dJc~ "^ r "^ 172 "^1.2.8 



+ = €\ (18) 



Um die allgemeinere Exponentialfunktion y ==a'' zu diffe- 
rentiiren setzen mYa = e"* und haben alsdann m = la, d. h. 
m ist der natürliche Logarithmus von a. Da nun y — (e*")^ = 
e""' = e'^ wenn ^ = m.r, so findet man: 



dy 



dz 



m und 



dy 



= me' = m ie"'y = a^ la. (19) 



dz ' dx "" **"'' dx 
Die DifFerentialquotienten der beiden logarithmischen Funk- 
tionen gehen wieder durch Umkehrung aus den vorhergehenden 

hervor. Ist : 

y = Ix 

. , „ dx ^dy\ 1 

so ist X = e^ 3— = e", -T^ — — = ~. 

dy dx e^ x 

Ebenso gehört zu der Funktion: 

y -= Loga X 

d X 
die Umkehrung x = a'^, nnd ^- = ay Ja, woraus dann: 

dy 



(20) 






'• ■■*■•: 



'^-■Wa 



'M 






-f^ 



IM 



s^; 









■ A 



-a --- r »- 
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'!-, 



dp ^ 1 ^ J^ 1^ 
^dx a^ .Ja la ' x' 



(21) 



■^■^r 
:^«?'^ 









129) ^ = e**= e« 



/ 



-130) y = e 



- ax 



^^^ .131) y 



.132) 3/ == e 



x2 



/ 



M-' •■ 



«2 v/i 



COS X 



sln2x 




= e''(x— 1) 



e''^" 






140) ?/=-(x^~-2^ + 2)^' 









141) y 

142) y 

143) ,>/ 



x\2 



^aV^^' + r *) 



e^"" ^in^x 



144)?/=- 



145) // = 






1 



140) y = 



c^+ 1 
e'^ {x — n) 



/»>n 



!ÖS--- 



147) 2/=|/e^ 



148) ;/=|./^(e- + l) 



149) y - 



a 



v^x'^+i 



Aufgaben. 


df/ 




■7 


— a^*" 


a^r 




?? 


X 


57 


— e* 


w 


— 2^e^' 




ae^^«^^ 


» 


Vax 


» 


— — sin ^ 6'*^"^ '^ 


» 


-- sin 2ire«'"^''' 




^aic tg X 


« 


1 + x' 
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— xe''(2+ x) 


7? 


— xe"" 




= {x -{- n)e''x''"'^ 


» 


x'^e^ 


« 


/ 2-^ 2x\ 

— 2\e*~e -) 


« 


— (cos^ X — sin x) e"'" "" 


1? 


— ß^^ (2 sin^ X + sin 2 x) 




c^ {x — n) 


« 


^iH-i 




2e^ 


» 


(^'^ + 1)-^ 




e"^ (x + (x — fiY) 



n 



n 



n 



.r"+» 



ly^. 



T) 



ex(a- + l)+i 
2 K* («'^ + 1) 



.^1 
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/ 



150) ^ = a*«^ 
y = a^ , x^ 



151 
152 



153 
154 
155 
156 

157 

158 
159 
160 

161 

162 



/16.- 



/ 



164 



y 



165 



166 



167 



168 



'169 



= Z (a — x) 



y 
y 

y = l{ax) = 



X 



-n .Ix 

Ix 

la + Ix 



y = (UY =^" 



\a + x/ 
lx+lx^=3lx 



y = 
y = 



y 



(' + °) 



y.=rl{a— V~^) 



y = l(c^^j^ e-^^) 



y 



= i{x-\- J/i + ^O 



dy __ a^'^la 



dx 


cos' :r 






r> 


— i9(a™^ + i)p- 


* a".^ m 


la 


n 


1 


xla) 




» 


a — X 






n 

X 

1 
1 ' 

X 

_ n{lxY-' 


\ 





n 



r 



» 



w 



» 



» 



n 



n 



X 



1 



3 

X 



a -\- X 



2x 



l-^x' 

a 

x{a-\- x) 

1 

2{x — aVx) 



1 



-m X 



f/ = a— 21/^ + 2^(14-1/^) „ 



y = i 



a+ l/a^ — «' 



— a 



iT 



2/ = Z(a + he?") 



» 



» 



yi-\'X^ 2 






«/ — ? y^ax — x^^ 



?) 



1 + .-' 

a — X 
2a X — x^^ 



■A 



17(1) j- 
171) j,_ 




172) y - 


Vr-,- 


173) .v = 


U. 


174) j,= 


,1-F»-'^ 



x(l — x') 






17(i) „=!{« + »+ |/2„V+a-') 


1 






' )/2aJ- + »' 




„7),=.|,„.-„.)+i,-«.="Jii2 




ira)!/-l±-°'-'!(i + ^')^|' 


, =;!-;(l + x') 




n.), .,-.i; + i,-; 


+ Jaretsa; 
(d a'~l 




180) !(-((a;-l) + 3U»^+l)+i(a!'+l) + 5arctg« 






dy (ix'+Sx^+2x 


^ 


'■' k-« Va + lx+Va 


dx x'-l 
1 




■ >:Va + hx 




''■'^'-i'l'': 


- ^ ' / 


1 + x 


" xlX-i') X' 


-I 


-)'-^'[^ 


1 + i' a;' + I 


1+. 

1 —X 


i8'')» = r4^!^ ■ 


l-i+il 




(!-«)• 




185) if = / sin 3: 


. -rotsx 




l«(i) j/ = /cosa' 


. = - tgi 
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— _f y- 



\S1) y = ltgx -^== . ,, 

188) ^ =Z cotg x = ltg{^ — x) „ = ;— — - 

^ ^ *^ \2 / " sin 2 :r 

189) y =-- Z sm y—^f = l si" ^ „ --^ -2 cotg y-^J 

190) i/ = Z(cos|) 

191) .V = ? sin ya -f- ^:c „ =-■= : cotg l/a + bx 

'lya-i-hx 

1 93) „ _ ; (a+Atg^) _2 £^^ 

^^^^ ^~^\a — btgx} " ~ a*— (a^ + 6*) sin* a; 

194) y=:Ztga; + ^cosa;=?smx „ ^cotgx 

Der Differentialquotient des natürlichen Loga- 
rithmus einer Funktion ist gleich einem Bruch, des- 
sen Nenner die Funktion und dessen Zähler der Dif- 
ferentialquotient der Funktion ist. 

Funktionen von der Form y = f(uv) = u^^ worin u und v 
Funktionen von x sind, werden nach Formel (8) differentiirt. 

Es ist dann ~- = vu^~\ ^ = u''lu, und 

. ^ = ^^v-..^ + „vj,,.^. (22) 

ax dx (ix 

^ T^ • -1 / \™^ du dv 

1. Beispiel: «/ = («'^) ; u=^ax, v=mx\ -— = a, ^j— =m; 

* '^ ^ dx ^ dx ^ 

Y- = ^n (axY''^ {l + lx+ la), 

_ _ 

2. Beispiel: ?/ = fsino:;)"*'*^; ^— = cos:^j, -— = — sina:; 

dx dx 

-^ = (sin ir)cosx-i (cos^o? — sin^^Z sin^:;). 
dx '^ ^ 

Derartige Funktionen können etwas bequemer behandelt werden, 

wenn man beiderseits den Logarithmus nimmt und sich erinnert, 

3 



n von if, wenn y selbst eine Funktion von x 
: nach X differentiitt wenleii kann, dass man 
ich j flifferentiirt und diesen Differentfalquo- 
demjenigen von y iiacli x multiplicirt. 

= 3;*; ly =:xlx: - . ~=l-{-lx; 
' y dx . ' 

\ = {\-{'lx)y=^x-{\ + lx). 



^-^^ . d,_ 






\a+6^ 



-l(a+hx) 



=(i/i)-g-^er['©-4 

= (arctg;r)='; 

arctga;)* (larctsx-\ — , , -- , - „ ). 

** ' \ ^ ' arc tg 3; 1 + 3;7 

g. 6. Impllcite Funktionen. 

ung der Differentialquotienten war seither an 
geknüpft, dass die Funktion in der expHciten 
egeben sei. Sind dagegen die beiden Varia- 
liciten Funktion f(xy)^0 verbunden, so ist 
1 X abhängig, d. h. eine Funktion von x, nur 
er Funktion, wir wollen sie y^<p{x) nennen, 
d dadurch wird das seitherige Verfahren, den 
ten zu bilden, wesentlich iiioditiciit. 
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Sind nun in 3 = f{uv) die beiden Variabelen u und v Funk- 

tionen von x, so ist nach (8) -y- = -^ , - — h tt- . -r-. 

Wird in dieser Formel speciell u = x und v = y, d. h. gleich 
einer bestimmten, wenn auch noch nicht in expliciter Form ge- 
gebenen Funktion von x^ und js = 0^ so geht über: 

s=.f(uv) in f{xy) = 0, -^ in ^, ^ in -^, 

du . dx , dv . dy dß , ^ 
3— m -7— = 1 , 3— ni -T^, 3— m 0. 
ao? f/ic aa: au?' dx 

Zur Bestimmung des Differentialquotienten ~- erhalten wir so 
die folgende Relation: ^n 

|/ + |/:.fi^ = 0, oder:f =--#. (23) 
8a; ^y dx ' dx 8/^ ' 

8^ 

Ist die explicite Form ehier Funktion nicht bekannt, so kann 

doch der Differentialquotient von y nach x aus den partiellen 

Differentialquotienten der impliciten Form: f(xy) = 0^ nach 

dieser Formel zusammen gesetzt werden. 

1. Beispiel: f=x^-\-y^ — r*=0. Man findet entweder: 

2x+2y ^ = 0y und daraus -^ = , 

tt X (XX y 

oder: M = 2., |^ = 2y, §^ = - ^. 

8a; ' 8y ^ dx y 

Aus der hier darstellbaren expliciten Form: 

y 



y = )/r* — a?% entsteht : :t^ = — 



=^^ XP 



dx yi^^^^x^ y 

dxi 
2. Beispiel: f=y'* — ^'' = 0; ny'*~\ -p- — |>a;''"* = 0, 

dy pxP-^ p _^^'^ p 

dx ny"'^ ^ ( , ^Y~^ ^ 

Nach der zweiten Formel gibt es: 

8/* .8/* , df/ pxp-' 

:^ = —pxP-\ -L = ny''-\ ^=^——- u. s. w. 

8ic ^ iy ^ dx ny"^^ 

3* 



Will man die liei exjiliciten Formen vorkommenden Nenner, 
Wurzelzeichen u. dergl. vermeiden, so geht man zu den impli- 

citen Formen über. Statt ^ wird gewöhnlich y' gesetzt. 

:'y~-^-= f=y^x'-l = 0\ ■^y'i/'x* + 2ff'x^ 

oder: y' = — — ^7^, wie auch durch direkte Ab- 



3. Beispiel: y = ^^-=. f=y'x'-l = 0\ ■^y'i/'x* + 2ff'x^0, 
vx 

»--3^' —■^-■■3^? 
leitung aus der expliciten Form. 



.' a — bx' x' a — hx 



4. Beispiel: p = 

by^ + 2h xy y' + Ux^ — 2a>/ !/• + 2ax = 0, 
,^ by'+:ibx^+2a x 
^ ~ 2a^ — 2bx:y ' 



5. Beispiel: ?/ = Vx+ [^l + x^, oder f=y' — 2y'x — 1 = 




Aufgaben. 
1%) f=iia+*!; + c^'" ^ — " -^- 

197) /■=-! + 1-1-1 = 
a b 

dy h^x _ 

dx a'ij 

198)j,= fe±4'; f^f(x-a)-{x + a)'=a; 

da: 21/ (3: -o) ^l'a: — a '^ (^ \,r - a/ ' 

199) /■=«'-*— a:!' = 0; |^ = a'-»U — ^a:»"', 

M = _„.-. ;._«.;,, f»=iii=». 

3y flj: xliax) 



#i ■- -* 






T»r--» .--- 
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200) f = Sin ^ — COS ^ = 0: ^^ = - - — = — 1. 

201) /*=e"+i'— a"=0; 1^ = 6-+^'— a" ia, -|^==c'+i' 



dx 



SiT 



8// 



= — 1+Za. 



202) /*=e''*+*^— c = 0; -7~- = ae'"^^y -Z- = Je«^+Ay 

-^^=— T' Aus der einfacheren Form : ax -\-hy'=lc 

(XX 

folgt das gleiche Resultat. 

203) /•=(e^-l)(ey-l) = 0; |^=^'^(c^-l), |^ ==^^(,^-1), 
dy_ e^—l y 



dx 



e'-l' 



204) /•=a^ — e^*-' = 0; M — _^ 



v/6-; 



d^ — ^ 



K 

8^ 2|/6 — ;r' ?^ 



a, 



^^ 2 |/6 — ;r* 



205) /*= cos iP — ^ cos ^ = 0; -^ = — sin x — cos 2/, 

X 



8/- 



d«/ sin iP + cos ^ 



oy ^' dx xsmy 

206) f=y(x-{-sinx) = 0; -^ = -y(l + cos^'), ^=x + smx^ 
dy 2f/cos^| 



dx 



X + sin X 



207) f=xmi{x-y)—{x-\-y)=^0\ ^ = sin(iC-7/) + ^cos(a?-^) — 1, 



8^ 



8/ , \ ^ dy ^\\\{x—y)-\-xQ.i^^{x—y)—\ 
-i. = _^COS(^-«/)— 1, ;y^ = — ^ — ^^^-7 .\ /^ — . 

In den folgenden Aufgaben sollen die partiellen Differential- 
quotienten nicht getrennt entwickelt, sondern die ganzen Glei- 
chungen nach der Formel differentiirt werden: 

208) /'=t/^~2i?^ = 0; 22//-2i>==0, 2/'=f. 






-►^j. 



■'^^ 



»■fci 



» -^ 



^•:'^ 









V* 
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210) /■= aresin - — ?^ = 0; .^ ^ , -4==^— -=0, 

xy — yVy^ — x' 

y - — p 

211) f=y^J^x^—{ax + hy=0\ yy'+x-aiax + b) = 0. 

212) f=(x-ay + {y-ßy+2/.Xfj = 0; 
(x-a + li,) + {i,-ß+>.x)i/' = 0. 

213) f=i/*(x'-l) — ax' = 0; y(x*-l)if'+x(!/^-a)=0. . 

214) /■= (ax + fty + c) (ax + ßy + r)^ mx"— ny^= 0; 

(a + &!/') («x + /?y + r) + (« + ßy') (a-P + *^ +c) 

— 2mx - 2ny y'==(). 

215) /•= {x^'+y^— 1) (a.r + 6y) — mx'— wi/'= 0; 

2 (^ + y y') (««; + hy) + (a + «</) (a;'+ y'- i) 

— 2ma; — 2ny y'= 0. 

216) /^(l — aa;)(**+i/') — 4 = 0; 

— a («*+ ^') + 2 (ar + ;?//) (1 — a*) = 0. 

2l7)/ = (l + . + ^i)(l + , + i) = 0; (l_^)(n-, + i) 



+ (/-J.)(n-- + J) = o. 



218) /■=(«»+«/'— ax)*—a'(a;'+^'')=--0; 

{x'^-\-y'^ — ax)(^x-\- 2y y' — a) — a^ (x -\- y y') = 0. 

219) /■=• x'' «/*—(«''-«') (y 4- ft)'= 0; 

«^' + x'y y'^-x{y-\- by -(y + b) y' (a*- x"") = 0. 
220) /■=a"' — e'^-ä'=0; a'?a— e'-*4-e'^-i'/=0, y'=l — ia. 

Einfacher so: a;?o = a; — y\ y=l — ia. 
221) /■=»/'— 2ye'+ 2a; ?;(/ = 0; 

yy' — e^{y -^ y') + Z^ + a;^-'y=0. 
222) /"= sin a; — sin {2y — «) = 0; 

cos a; + cos {2y — x) — 2y' cos {2y — x) — 0. 



-T-J-- st; 



■-^ -"V ■ 
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223) f= y^mx-\' x^y^ + ado^y + h=^0 ; 

y 0,0^ X -{■ y* ^\nx -{- 2xif {y -{- xy') — a^' sin ^ = 0. 

224) /*= e' cos y — e^ sin rz; = 0; 

e' cos ^ — e^ cos o; — (e* sin y -^ c^ sin ^) y' = 0. 

225) /*= sin a? -|- sin «/ + sin (a; + i/) = 0; 

^^ cos g; + cos (a; + ^) 

cos y + cos {x-VyY 



2/' = 






§. 7. Funktionen von der Form: 

Oft ist es zweckmässig, y in der Weise von x abhängig zu 
machen, class man beide als Funktionen einer dritten Variabelen 
darstellt, indem man setzt: 

^ = 9^(0, y = ip{t)^ 

Kann t daraus eliminirt werden, so erhält man die entsprechende 
direkte Funktion zwischen x und y wieder. So geht z. B. 
^ = r cos ^, ^ = r sin ^ leicht in /*= x'^ -\- y^ — r^ = über. 

Da t in diesen Formen die eigentliche unabhängige Varia- 
bele ist, so legen wir ihr die besonderen Werthe t mid t^ bei, 
erhalten die entsprechenden Funktionswerthe : 

y = ^it) y, = ip{Q 

die wir zu folgender Identität zusammensetzen: 

-y 



yi 



X4 X 



Xt ~~~ X 



(A) 



Da nun der Uebergang von t^ in t auch diejenigen von x^ in x 
und von y^ in y zur Folge hat, so gehen die Differenzenquotien- 
ten in (A) gleichzeitig in Differentialquotienten über, und wir 
erhalten : dy^ 

dy dt 

■ I ■ SÜSS ■■ • 

dx dx^ 



(24) 
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Unter der Gestalt: %^^JL .% oder: ^^.^ ist (24) 
nur eine Wiederholung von Formel (5). 

I.Beispiel: x==aco^t, i/ = hsint, -^ = — asin^, 

7 rj J 

~ = hcost, -7-== cotg t. Wird t eliminirt, so heisst die 



Funktion: / = -^ + f^ — 1 = 0, oder: ^ = - ]/a'-x\ und da- 

raus für den Differentialquotienten die beiden Formen: 

elf/ b^x . dy —hx 

— , oder 



dx aV' dx aya^—x^' 

I) X J' 

Da nun cotg^ = — und auch = —^^^== ist, so haben die 3 

^*^ ya —x^ 

Formen des Differentialquotienten gleichen Werth. 

2. Beispiel: a;^-cosof.^, ^ = sina.^+6, — -=cosa, 

TT 

^=sin«, -^=tgtt. Wird t eliminirt, so entsteht: 
^ = tg « :z; + 6, und daraus : V- = tg «. 

(v X 



Aufgaben. 

226) ij=^at dy^ 
x = a{\ — t) dx 

227) y = -i5_ _a{h~ t)' 



= — 1. 



X 



a — t " b(a — t)' 

b 
h — t 



228) y=-;— 4 »=-1 



X = 



1 ■^-t 

2t 



229) ^^ = '2^ „=[4 





X ■■ 


-lk2i 


f 


230) 


!/-- 


= (e«< — 


1)» 




X 


— {c- 


\r 



„ =f(e«'-l) 



■■iVs^ 



.?»•- 
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4 (a — 0^ 



""'^^"~ a'H' 


dy 


i{a—ty{1a + t) 


3a — 2t 
at 


dx 


daH 


232) y — sin' t 
X — sin 2 1 


» 


itg2< 


233) y — 6sin*^ 




b 


X — acos*^ 


» 


a 


234) y — (1— cosO 

i» - {t - sin t) 


») 


— cotg 2 


235) y — • a cos' -^ 


» 


— 5-sin6^cos "TT 
2 


236) 2/ ~ tg ^ 






1 
cos'^ 


» 


— i cotg ^ 


237) y — sin ^ — ^ cos ^ 
a; = cos ^ + ^ sin ^ 


» 


= tg^ 


238) y — \€mt-\- sin f 




- 


l 


« 


— — cotg f ^ 


X ^ cos ^ + cos - 
239) y t — co^t 




sin^(HÖ 


X ^ — sin ^ 
-40) w "^ ™ ^ 


» 


sin 2 


^^^^^ l + 6cos^ 


a?; + acos t 


c cos t 

X '^"~ 


« 


csiüt 


1 + ?> cos t 




241) ^~sin^(cos20^ 
^ — cos ^ (cos 2ty^ 


» 


— cotg 3^ 


242) ^ «^"° ' . 

(cos 2 ty 
cos^^ 

(COS 2 0* 


Yl 


-tgst 


243) 1/ — 2 sin ^ - sin 2 ^ 
ÄJ = 2cos^ — COS 2t 


Y) 


-tgfi 






' *• 'I 

■ '■tun 



.-««1 
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244) iß = fa+ r) sin ^ — a sin ( ) t 

^• = (a + r)cos^ — acos 1 j t 



dx ^ 2a 



245) ^ = aresin 



Vi + t' _ 

X = arc cos , 

§. 8. DifTerentiaiquotienten höherer Ordnung. 

Explicite Funktionen. Der Differentialquotient von 
y=^f{x) ist wieder eine Funktion von x oder eine Constante 
und kann desshalb den nämlichen Operationen unterworfen wer- 
den, durch welche er selbst aus der gegebenen Funktion her- 
vorgegangen ist. Die P'unktion, welche entsteht, wenn man den 
Differentialquotienten einer vorgelegten nochmals differentiirt, 
wird deren zweiter Differentialquotient genannt und dem ersten 
analog auf folgende Weise symbolisch bezeichnet: 

dy 



d 



dx , d^y 

oder : 



dx' ' dx^ 

Wird dieser zweite Differentialquotieiit abermals differentiirt, so 

erhält man den dritten der ursprünglichen Funktion, welcher 

d^y 
durch das Symbol -^-^ dargestellt wird. Eine ?^ malige Wleder- 

d" y 
holung dieser Ableitung führt zu dem Differentialquotienten j-^- 

d X 

Einfacher werden die Differentialquotienten höherer Ordnung 
auf folgende Weise bezeichnet: 
y, y'\ t/"' .... y-), oder: f (.r), r(x), r(x) .... f^^^x). 

dy d^ y 

I.Beispiel: y = xP; -^=pxP-\ j-^ = p {p — \) x^-\ 

j^s=p(p-l)ip-^)x^-' j~=p{p-l)(p-2),.,,{p-n+l)xP-\ 

2. Beispiel: y = sinx'^ y = cos:r, /' = — sind;, 
«/'"= — cos ^, i/""=sinic; u. s. w. 

3. Beispiel: f(x) = e'\ f(x) = e'^, f'\x)=^e'. u. s. w. 






■^5*- 



» *••. 



'— s- - r 
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AufgJ 


iben. 


246) y — x^ 






— 6x 


247) y — (a — bxy 




» 


= V2h'(a — bxy 


248J y — x*—2x^+.6x' 


+ 2 


n 


= 12^' 12a; +10 


249) y — v^rz;' 




n 


2 
9v^^* 


250) y—Va'—x' 


(Jb 


Via' x^'Y 


251) 2/ |/2i;a; 




n 


P' 


VC2pxy 


9A9^ w 




n 


w ^ 


va + ox 


9 ^(ß + hxy 
10 


253) ^ — ^ + v^C^r — a)' 


9 <^{x a) 


254) y — x(a — x) 




w 


— — 2 


255) y — x-\ — 

X 




» 


2 


OKa\ üi 




» 


4a + 2a; 


^^^^ ^ (a xy 


(a a:)* 


257) y—e""" 




» 


m^ e"' 


258) ^ — a»'" 




rt 


— a'"^{mlay 


259) y — e'^(') 




n 


— e'i'^'^[{<p'(x)y+(p"(x 


260)?/— e--^' 




n 


— 2 (2a;"— 1)6-''" 


261) y 1(1 + x') 




r) 


2(1 — «») 
(l + ^T 


262) y=xlx 




n 


1 

X 


263) y—xHx 




n 


— 3 + 2Za; 


264) y - ?^ 




» 


2ia; — 3 
a;' 


265) y — sin (a — 2 ^r) 




n 


— — 4 sin (a — 2a;) 


oßß\ 1 — cos a? 
266) y — ; 




n 


2 cos» 1 



,-1? 



• ■■«■•' 
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267) )/ = arc cos J 



26! 






270) y = arc sin —-^= 
K1 + -C 



■271) ;/ — arc sin 



1-f a;' 



272)j/ = arctg- „ = _ _ __ 

273) (/ =a:* j/'" = G . 5 .4a;' 



274) y = - 
275} y = l/^ 
276) ,j=l{a + bx) 



1 .2. 
1.3.5 

2 b' 



" (« + bx)" 
'271) y = sin {nx) „ = — n' cos (wa:). 

Ist y = /■{^) und ^ = f (x\ so i^l^ j^ = j^ ■ ^" 



auf beiden Seiten noclimals diflfereiitilrt, so entstellt: 

d^jß __ d'y /*^^\'i ^^^ ^y 

dx' dz'^ \dx/ dx' ds 
Eine weitere Differentiation ergibt: 

ria:' d^^Wa;/ rfa: rfa;' ds* dx^ de dz" dx dx"' 
^ ^ 'ü^ (— V+ gt^'y (fg rf'g . dy d'z_ 
dz'\dx/ äz' dx dx^ dz dx" 



= 26, - 





d:c-^ 


ds- 


Ux; ' ^ 


a«' 




Beispiel 


V- 


= Co + 6« 


■)■= 


dl 


=-.ö 


= 6» 


s- 


ix 


£ä 


= 24ö'-c(3 


+ 


5Sx-). 





1 



r^yv^^' ■•-?■/■ ..'' • K^^!-^T7^-^ ^'^Z"^. ^:w.^ y.. t.'*- TT— 'r-j^^sj-^T- 
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Implicite Funktionen haben bekanntlich die Form 
f(xy) == und leiten ihre Diflferentialquotienten aus der Glei- 
chung: ^ + ^ • ;7^ = ab. Wird nun der partielle Diflfe- 
01/ Q y et cc 

-^ — ' — ^ "nni.,.a aig nartipii nach X diiferentiirt, so er- 
i i S £ 5 3 = ialquotienten der Funk- 

^ C3 ^ ^ 30 r- •v/'ZIJ „ ^ 

m CO 5 2 o m 7<g g2^ 

° 2 S 5 ^ =° hi^ durch ^- Ebenso 

3, m m o 5>X.2 



m 



t 



ient dargestellt, welcher 
nach y differentiirt. In 

9 r^ /8 






8 



^3 






^ 



c 

3 



^f AI. \^^> ^ 

— ^ , d. h. — ^ — den- 
x^y' ^y 

len, der dadurch gewon- 

ach X und dann partiell 

:heidet sich der andere 



. f 

2 ^-, nur dadurch, dass 



•< 



O O 39 

o o 5 ' 2. 5t nach y und dann nach 



SD 
09 



s 



= 0; 
3x'- 3y' 

= — 6// 



\_ ^ T- c. -• Es soll nun nachge- 



f1 it^O*^l» \. V A. «.«. . .•«• «j»-» 



^entialquotienten bei allen 
impliciten Funktionen identisch gleich sind. Setzt man in: 

%X x^ — X 



II die hei expliciten Formen vorkoinmeiideii Nenner, 
11 u. dergl. vermeiden, so geht man zu den impli- 

ax 

^^ 2 

oder: / = ,7=, wie auch durch direkte Ab- 

er expliciten Form, 

l/a + bx «' a-\- hx 
. ' a — oj;' «' a — hx' 

{- 2b xy y' + 3hx' — 2a;f 1/- + 2ax = 0, 
''+Hbx'+2ax 



y = 



2a y — 2h xy 



y'-i!i' 


' n ./ ' 


1 


• »':t+)/|+x- 


»•» 2(!,- 


-') 


al/i+j- 


f *<( + ' 

h'x 


Aufgaben. 




'6" 


hfl». f 


aVa'-x' 
— «• fi; -^ «1 ~ ( 


a=— n- 



-»)*• 






«/ = „.- 



?a — !/x*-' 



■a" " la^ x" IX — = ■ ■■ 



^ 



;-J7 

200) /*= sin :r — cos V == 0; :t^ = r— ^ = — 1. 

^ dx ^iny 

201) f=e'+^—a'=0; -^ = e'-^^— a'la, ^ = c'+^ 

-7— = — 1+ la. 
dx 

^ = — 7-. Aus der einfacheren Form : ax 4- hy = lc 
dx b ^ 

folgt das gleiche Resultat. 

203) /=(6--l)(ey-l) = 0; |^=c^(c^-l), ^-.-^ey(e^-l\ 
dy _ gy— 1 



c?^' 



e^-V 



^.^,_n. Sr ^^^-^ 



204)/=a2/-6^*-' = 0; ^ = - 



V 



dy ^ —y 
dx 2 1/6 — X 



S^ 2|/6 — ^' 8^ 



a 



205) /'= cos a? — ^ cos ^ = ; -0^ = — sin x — cos «/, 

X 

Sf . c?«/ sinic + cos«/ 

~- = ;z;sm«^, :t^ = '^ -. 

Qy ^' dx x^wiy 

206) /■=^(x + sin^) = 0; -^=^(1 + cosa;), ^=a? + sina;, 

dy 2ycos'| 

dic x-^- sin ii? 

207) f=x^m{x-y) — {x-\-y)=^0\ 7r-^'^^^{x~y)-\-XQ.o^{x-y) — \, 

S/ , \ . dy sin(ÄJ— v) + '^cos(;c— ^)— 1 
-L = _^cos(iz;-«/)— 1, :y^ = — ^ — ^ x\ /^ — . 

8^ V :// 7 ^^ :rCOS(^' — //)+l 



8i/ 



In den folgenden Aufgaben sollen die partiellen Differential- 
quotienten nicht getrennt entwickelt, sondern die ganzen Glei- 
chungen nach der Formel differentiirt werden: 



f(xy) = 
208) f^y^—2px = 0- 



^x^'dy^ 
2yy^-2p = 0, y' =^^. 



J^s^ 



«•=0 


»'_r,„. a," 


If 


U--^^'' 


• 


^--- 


;«'-»■) =0 


0?/ 


2.,--«') 


|V^„,.+ 4.-+2a- 


lf/"-2o' 


^.-^"■ 


i.,_0 


g— '"-- 


r~e-'- 


^ = 3;c"'">' (sin ff — cos';/) 


i'a; — sin 3:) 


.-fe=-— 


■v-3- = 


!{='+- 


— 1 


i;^-- 






i.(«-S()=0 ?f-cos» — cos(ä:-j) 


«s(»-s) 


5-^= -sin.)/ — siii{j;-//) 



->''"<^-»' bIu-''"*'^"'- 



d'y 



ist hei einfacheren Funktionen 



ode möglicl» : 

= 0; x + ffff'^0. l + y+ä'"y = 0. 



'-.'. r^ 



':^A 



'•vir 
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Funktionen von der Form: x = ((}{t)^ yz=zxp{t). Der 
erste Differentialquotient ist unter (24) entwickelt: 

dy dy dx 

dx dt ' dt 

Wird auf beiden Seiten nach x differentiirt, so entsteht: 

d^y dt dx d^ dt dy 

ipy dt^' dx' dt dt^ dx'lü 

dx'~ /dxV 

\dt) 



Unter Berücksichtigung der Relation — = 1 

Formel über in 

d^y dx d^x dy 
d'y^ de '~dt~dT''~dt 
dx^ 



-^ geht diese 



/dxV 
\dt) 



283) ^ = 6sin^ 
x = a cos t 

284) y = a{l — cos t) 
x = a(t — sin t) 

285) ^ = sin'^ 
ic = cos 2 ^ 

286) ^ = ^' 



Aufgaben. 

d'y ^ 
dx' 



a' sin^ t 
1 

sm* 2 



= 



X = e 



— at 



n 



= 2e 



3at 



Der zweite Düferentialquotient kann aus dem ersten auch 
auf folgende Weise abgeleitet werden: 

d'y \dx/ dt 



dx' 



dt dx 



Beispiel: y = 



dy 



t 



1 
d 



t 



) X — — i t ^ 



\dx/ _ 1 



dx (1—0" 



dt 



+ t dl 

{ir-ty dx 



— *1 J™» 



dV t* + 1 



dx' (1 -- ty 



-fitj 



^s 



■■■' J~ 



'<^ 



-•«< 









^■'^ 









'¥ 






«f. 

f - 
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§.9. Anwendung der Differentialrechnung zur Ermittlung der Werthe 

unbestimmter Formen. 

Die Formen - und — Es kann sein, dass die beiden 

CO ' 

Funktionen (p (x) und (/' (x) für den nämlichen Werth a? = a ver- 
scliwinden. Ein Bruch von der Form /* ix) = 5^- hat dann 

für x = a den unbestimmten Werth f{a)= -• Dass aber trotz 

dieser Unbestimmtheit der Werth ein ganz bestimmter ist, ^soll 
zunäclist an Beispielen erläutert werden. 

1. Beispiel: f(x)= -^ 



— 2, fia) = - 
X- — a ^ ' ^ ' 



Werden aber vor 



der Substitution :r = a Zähler und Nenner durch (x — d) divi- 

Ob ~\~ Ol CC i Q, 

(lirt, so wird fix) =: ; — — — , woraus dann f ia) = | a 

' ^ x-\- a ' /v/2 

gefunden wird. 

c' — 1 

2. Beispiel: f{x) = — ^ — , /*(o) = -. Zieht man 1 von der 

X \) 

Reihe für c' ab, dividirt den Rest durch x und setzt dann ^ = 0, 
so findet man f(0) = \. 



3. Beispiel: f(iJc)^= 



1 — cos a; ^,^. 
— ^-2 — ; fW = K- 



Die reducirte 



Form: f(x) = 



2 sin' 2 



1 



4sin'*"""' 



2 cos- f 



2 «^ 



giebt: /-(O) == 1. 



2 cos"* 2 



..2 



1/ 



4. Beispiel: /■(a;)= £_J^iL?. /•(«)= 5.. 






+ \/ax + a)^^^ = ^a. 



Als Ursache der Unbestimmtheit zeigen uns die Beispiele 
den Umstand an, dass Zähler und Nenner den gemeinsamen 
Factor {x — a) besitzen, der für x = a verschwindet und so 
zugleich Zähler und Nenner auf Null bringt. Statt nun, wie ge- 
schehen, diesen Factor aufzusuchen und vor der Substitution 
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durch Division zu entfernen, bedienen wir uns mit Vortheil der 
Methode des Difterentiirens. Ist 






f(a) ^±(^=.9. 
'^"■' ip(a) 0' 



.(/' (■» + <J)Jx= 



nicht mehr unbestimmt und 



so ist f{a + J) = [|^ 

geht in f(a). über, wenn 9 nach und nach verschwindet. Da 
weiter <j> (a) = und ^ (o) = sind, so kann man auch setzen : 






f (x + S) - 


-<pix) 


(x+H)- 


— X 


ip(x + S) - 


- (p (*) 


(x + !t)- 


— X 



x = a 



Lassen wir S in Null übergehen, so wird gleichzeitig: 
\im f(:a + $) = f(a), 



«■» Ht^eP^Lt i^' «1 



x=a 



f (a) , 



"■° rn'i-r'i -'^'wi-=--^'w- 



f(a) = ^lM 



(27) 



1. Beispiel: f(x) = . ; ; = ^ — -r— = — ■ — -— , f(2) = —, 
cp'{x) = 2x-b, xp'{x)=^^x'-^x-\, /•(2) = |^j=_i 

2. Beispiel: /■(a;)=^; /"(O) = (^)_^ = 1, 



3. Beispiel: f{x) = 



a' — 1 



/'(0) = ^, 9'(0) = Za, 



Es kommt vor, dass ein Bruch werth auch in der neuen 

Form noch unbestimmt bleibt, indem auch /*(a) = 1 \ y. = - 

ist. Das angezeigte Veifaliren der Werthermittelung muss dann 
bei der neuen Form unvercändert wiederholt werden. 

4* 






M 






f. 



.•A"; 



■>ya 



Ai 



'>^-m 



■ 
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4. Beispiel: f{x)= ^ 2x^—^ax^ + J^ ' ^^^^^^ö' "^^^^^ 

5. Beispiel: /"(«)= 2 ^^ — T' — 2T— 2 ' ^^^^"^Ö" ^'^ U"". 
bestimmtheit verschwindet erst nach dreimaliger Differentiation 
von Zähler und Nenner, und man findet: 




/•(o) 



= f f'" (a^) T _ r 2 cos a; - 8 cos 2 
"~ Vip'" (a;)Jr=o L 2 e» 



-1 - 

Jx = 



3. 



Will man von der Voraussetzung ausgehen, dass ^ {x) und 
i/;(ic) nur darum für x=^a gleichzeitig verschwinden, weil sie 
den gemeinsamen Factor {x — a) besitzen, so kann (27) etwas 
kürzer auf folgende Weise entwickelt werden: 

/• (^\ — ^(^) _ (^ — (^) Q (^) ff^^ _l(a^ . 
^^^^~ ip(x)~ix-a)7t(x)' '^^^^Tt{ay 

^' (x) =^q{x) -\- {x — a) (>' (x) , ifj^ (x) = TV (x) -{- (x — d) tt' (x). 

Für x = a, aber auch nur für diesen W^erth von x^ wird q (a) = 

(f' (a), TT (a; = (/;' (a) und f(a) = |^j. 

Auch eine geometrische Ableitung der Formel (27) ist möglich. 
Wenn AB die Funktiouscurve des Zählers u=(p (a?), ÄG diejenige 

Fig. 2. 
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des Nenners v==ilj(x) und (p (a) =0, ip{a) — ist, so müssen 
sich die beiden Curven in dem Punkt A schneiden, da ihm die 
Werthe a: = a, 2/ = 0, v = entsprechen. Nun sollen dem be- 
liebigen Werth x = P die Funktionswerthe u = ({>(x) = BP 
und v=ip(x) = CV zugehören. Es ist dann 

j,. V u {x — g) tg cg tga 

; W — - — (^ __ ^^ tg ß ~ tg^* 

Geht a; in a über, so werden die Sekanten AB und AG zu 
Tangenten an die entsprechenden Curven im Punkt -4, und da- 
mit geht zugleich tg a in ^' (a), tg /9 in ip' (a) über. Für x = a 
ist mithin 

1 " 



Wird /-(a) = r^^l =-, so ist /-(«) = 



V^ (^) 



^(^) 




0' 



x=^a 



und damit ist diese Form auf die vorliergeliende zurückgefülirt. 
Wir finden so: 

~- ip' (x) 

_ [y^M (rp{xf 



/(«) = 



[xp {x)Y 



<?'(*) 



[<? (^)]' 






x = a 



Hat ein Bruch für x=-a die unbestimmte Form 

-oder — , so findet man seinen Werth, indem man 

Zähler und Nenner differentiirt und dann erst x=a 
setzt. 

Aufgaben. 



287) f{x)=:= 

288) „ = 



^yX^—'öX + l 



^x^ — 2x 

a;" — 1 
x—\ 



1 



m) = \ 









■ «Li 

■■*«li 

^•<4 



^ <, 



• / 



,.Jki 



.J'T50P; 



^•i 


., if 


^' ' 




■5>, '. ,- 




&. 




:-v"- 












y • 




t^- 








«-■-' 




t- .•■ • 




■'•:' 




. < 





■:>, 



^»' 



't. : 



r 



^■' ■ j- 






l'l .. 



r:' i^ 
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289) fix) 






291) „ = 



298) 

299) 
300) 



X 



+ 



292) „ = 



293) „ = 



294) „ = 



295) „ = 



» 



)) 



)7 



(1 — xf 

2 — ]/x-'S 
x^ — 49 

1/3^ — Vvi—x 
2;r — 3|/19 — 5a; 

a — \/2x'~a^ 

\/x^ — a^ 






o 



/■(3) = ^, 
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/■(«) =■■ 



Via'x-x* — « v^a' 



X 



a — \/ 



ax' 



296) „ = 

297) „ = 



301) „ = 

302) .,, = 

303) „ = 



304) „ = 





X 




e^ 


— e-^ 

gX __ g - X 




1- 


- ^ — ? (e — 


X) 


1 - 


— sin :c — cos X 


e* 


gsinx 




X - 


— siniu 




a^ 


— 1 




V 


x^- 1 




a' 


"^ — X 






Ix 






l (x' — 3) 




x' 


+ 3x 10 




H 


a -}- x) — la 





2c 



»M^:- 



X 



f(o) = , 

1 — e 

/•(O) = - e 

/•(O) = 1 
/•(0) = ia 

/•(i) = o 

/■(!)--= Za— 1 



/■(2) = j 

/•(O) = - 
a 
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305 



306: 



307: 



308: 



309^ 



310^ 



3ir 



312 



313: 



314: 



315: 



316) 



317 



318^ 



319^ 



320: 



l 



x + V^'^ — d' 



f{x) = 



a 



T) 



n 



Y> 



n 



n 



n 



n 



y> 



n 



Y> 



n 



n 



n 



siii (nx) 

X 

sina; 
sin2^ 
jv sin (ax) 
sin (hx) 
2 sin iT — 1 
cos 3^ 

^ — sina? 

^ cos 3; — sin X 

sin ^x — 2 sina; 
" 2e* — 2 — 2a; 

2tg^a;— cot g^r— 1 
2sin^^— cos^^— i 

tg^a; — 2tga; — 3 
"" tg'a;~4tg:r + 3 

arc sin (2 — ^ ) 



a 






f(0) = r 



a 
b 



f{^)—WB 



Ao) = 







f(o) = 

fiO) = 



10 



f(SiYCtgx=3) = 2 



f{2) = 



arc sm — 



a 



]/a' — x' 

arc cos (l—x) 

V2x — x' 
Icosx 

X 

sin X — cos a; 
1 — tga; 

a -\- bx 



f(a) = 



a 



f(0) = 1 
/•(O) = 












m 



'm 






iy f 



*■''■ 












:■ V 
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321) A^)=^>+"^ 



a; 



X' 



322) „ = £^ 



323) „ = 



324) „ = 



325) 



n 



a 

tgSo; 
cotg 2 ■>& 

COtgiP 

X 

Xlt 



/•(«,) = 

/■(CO) = 



^(1) 



«0) = I 



cotg 



/•(o) = 



7t' 



7t (x) 



q(x) 



Die Form oo — oo. Wenn in fU)= ,) ( - 

ifj (x) 

i//(a) und Q (a) gleich Null werden, so ist f(a) == oo — oo. Man trans- 
formirt dann vor der Substitution x = a so , dass statt dieser 

unbestimmten Form die andere - erscheint. 



326) fix)= -g — - — = — ^—. 

^ ' ^ x^ smx ic sm o; 



327) 



X 



2 



w 



328) . „ 

329) „ 

330) , 



COtgiC 

1 

x—l 

1 



cosa; 
1 



Ix 



/•(0) = oo 

Kl ) = - 



Ai)--j 



1 



sina? ?(1 
= tg;r — 



^) 



/(o) = - 



1 



1 



Kl)= 



OO 



1 — sm ;r 

Die Form O.oo entsteht, wenn in f(x) = (p(x).ip{x) 
für x==a der eine Factor verschwindet, während der zweite 
unendlich gross wird. Man giebt dann der Function die Form 



f{a) = 



~cp(x) 



1 



ifj{x) 



, oo 

= - oder = — , 
oo' 



x=a 



je nachdem ((> (d) = 0, ip(a) = (x> ist, oder umgekehrt. 
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1 



331) /•W=^i^./a" 

332) „ = X .l(l-\-^-^ 



333) 
334) 



TT 



= (1 — a;) tg -^.x 



/•(O) ==ia 

m = - 

^ 71 






n 



= arc sin . cotg (x — a) 



a 



a 



335) 



« 



= (1 — sinrc) . tga; /"^^-j = 



Weitere unbestimmte Formen. Die Funktion .// = t*^ 
worin u und v Funktionen von x sind, lässt sich auch so schreiben : 
ly = ^ju, oder ^ = e^-^''. Wird nun für x = a 

1) u = und v=0, so ist y = 0\ 

2) w = cx) „ i; = 0, „ „ ;§/ = oo^ 

3) w=l „ v = oo, „ „ 2/=l°^. 

\ i_.iu 

Wenn endlich v = v^w ist, so ist auch li/ = - .lu, oder^ = e ^ • 

Wird dann für a; = a _ 

4) u = l und t; = , so ist ^ = y^l , 

6) I* = OO „ «; = oo , „ „ 2/ = V CX), 

In allen diesen Fällen nimmt der Exponent von e die Form 
. oo an. 



336) / (x) = X' 

337) „ = X- 

i_ 

338) „ = (sina;)^'^« 



<x 



339) 



n 



= (sin ic)* 



f{0) = 1 
/■(oo) = 1 



Anmerkung. W^enn, wie es vorkommt, die unbestimmte 
Form irgend eines Ausdrucks durch Differentiation nicht besei- 
tigt werden kann, so nimmt man in der Regel dazu die Reihen- 
entwicklung zu Hülfe. 



.■«« 
■^p-^ 






.-i'S 



':vj 



'A^ 






?»•..•; Äfo -^;' • 





















^ 



■fci''^'' 



>i' 



'.•S^- 



?' ■>■' 
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§. 10. Maxima und Minima der Funictionen. 



E*-: -3* 



Explicite Funtionen. Lässt man in y = f(x) die un- 
abhängige Variabele x von einem bestimmten Werthe an stetig 
wachsen, so zeigt das Verhalten von ^ gewisse Eigenthümlich- 
keiten, die wieder am leichtesten an der Funktionscurve zu 
übersehen sind. Man sagt, eine Curve habe eine bestimmte 
Strecke weit die Art ihrer Krümmung nicht geändert, wenn 
Jemand, indem er dieser Strecke entlang geht, die convexe 
Seite fortwährend rechts, die concave fortwährend links behält, 
oder umgekehrt. Vertauschen dagegen Convexität und Con- 
cavität ihre Lage, so wird der Punkt, in welchem dieser Wechsel 
vor sich geht, Wende- oder Inflexionspunkt genannt. 

Eine Funktion kann nun so beschaffen sein, dass mit wach- 
sendem X der Werth von y entweder beständig zu- oder be- 
ständig abnimmt, die Funktionscurve wird dann ohne Aufhören 
auf- oder abwärts steigen. Behält dieselbe dann auch die Art 
ihrer Krümmung unverändert bei, so bleibt die Funktion von 
der Betrachtung vor der Hand ausgeschlossen. Wenn dagegen 
^ bei stetig wachsendem x ebenfalls stetig zunimmt, jedoch 
nur bis zu einem bestimmten Werthe x = a, und wenn dann ^ 
bei noch grösser werdendem x wieder kleiner wird, so nennt 
man diesen besonderen Werth y =f{a) ein Maximum der 
Funktion. Der Verlauf der Funktionscurve in der Umgebung 
eines Maximalpunktes M ist schematisch durch Fig. 3 a veran- 
schaulicht. Da hiemach der vorangehende und der nachfolgende 
Funktionswerth kleiner sein muss, als der Maximalwerth, so ist 

/*(a) = Max., wenn /'(a)> f{a — ^) und /*(a)> f{a + ^). 
Umgekehrt nennen wir den Werth f{a) ein Minimum der 
Funktion, wenn derselbe kleiner ist, als der unmittelbar vorher- 
gehende und nachfolgende, x stetig wachsend vorausgesetzt. 
Hiemach ist 

/•(a) = Min., wenn f{a) <f(a- d) und f(a) <f{a + B). 
Den Verlauf des entsprechenden Theiles der Funktionscurve zeigt 
Fig. 4 a. Endlich sehen wir in Fig. 5 a und 6 a zwei Formen 
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Fig 3 a. 



Fig. 4 a. 








Fig, 3 b. 



Fig. 4 b. 





Fig. 5 a. 



Fig. 6 a. 





Fig. 5b. 



Fig. 6 b. 



fi: 
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>v- 



'«/• 















der Funktionscurve, welche aus Theilen der vorherjafelienden zu- 
sammen gesetzt siiid. In 5 a entwickelt sich dieselbe von M, 
an so, als ob M ein Maximaipunkt werden solle , verläuft aber 
von da ab in einer Weise weiter, als ob M ein Minimalpunkt 
gewesen wäre. Dagegen zeigt uns Fig. 6 a diese Verhältnisse 
genau umgekehrt, indem der erste Tlieil der Minimal-, der 
zweite Theil der Maximalform entspricht. Die Punkte J/ in 5 a 
und 6 a sind Wendepunkte. 

Zur Beantwortung der Frage, wie ein Werth x = a zu 
finden sei, für welchen f{a) ein Maximum oder ein Minimum 
ist, dient uns die Tangente an die Funktionscurve, von der wjr 
bereits wissen, dass tg « = /"' (a) ist, wenn a die Abscisse ihres 
Berührungspunktes und a ihren Richtungswinkel bedeuten. 
Wir übersehen nun leicht, dass in Fig. 3 a die Tangente durch 
irgend einen Punkt des aufsteigenden Theiles M, M so gerichtet 
sein nmss , dass ihr Richtungswinkel a, < 90^ ist, d. h. dass 
auf der Strecke a, bis a der Werth tg a, oder f (a — ^) posi- 
tiv sein nmss. Sobald aber der Maximalpunkt M überschritten 
ist, hat die Tangente durch Punkte des niedersteigenden Astes 
MM„ im Allgemeinen die Richtung wie in ilf,,, d. h. der Rich- 
tungswinkel a„ ist ein stumpfer, und es muss mithin für die 
Strecke a bis a,, der Werth tg «,, oder /*' (a + ^) negativ sein. 
•Der stetige Uebergang von ^ (a — ^) > in /" (öt + ^) < voll- 
zieht sich aber in der Weise, dass /''(a) = ist, indem im 
Maximalpunkt M die Tangente parallel zur ^-Achse liegt. Als 
charakteristisches Kennzeichen dafür, dass f{a) ein Maximum ist, 
haben wir hiernach die Eigenschaft von a zu verzeichnen, dass 
f (a) = sein muss. 

Für den Minimalpunkt M in Fig. 4a finden wir eine ge- 
naue Wiederholung der eben dargestellten Verhältnisse, jedoch 
in umgekehrter Folge. Hier ist nämlich auf der Strecke M, M 
der Richtungswinkel der Tangente ein stumpfer und auf der 
Strecke MM„ ein spitzer, oder es ist tg a, , oder /" (a — S), nega- 
tiv, dagegen tg «,„ oder /"' (a + (^), positiv. Der Uebergang von 
/*' (a — d) < in /*' (a + ^) > geht abermals in dem Minimal- 
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punkt Jlf vor sich, für welchen f'{a) = ist. Auch in dem 
Minimalpunkte ist die Tangente zur a;-Achse parallel. 

Durch die Figuren 5 a und 6 a soll die weitere Thatsache 
veranschaulicht werden, dass auch in den Wendepunkten M die 
Tangenten parallel zur der o;- Achse liegen, mithin abermals 
f* (a) = sein muss. Von den Maximal- und Minimalpunkten 
unterscheiden sich dieselben jedoch dadurch, dass in den Wende- 
punkten die Tangenten auch den Sinn ihrer Drehung wechseln. 

Nach den bisherigen Erörterungen besitzen die Maximal-, 
Minimal- und Wendepunkte die gemeinsame charakteristische 
Eigenschaft, dass die durch sie gelegten Tangenten parallel zur 
a:- Achse sind, mithin /*' (a) = ist. Wir sehen uns daher jetzt 
nach weiteren Merkmalen um, durch welche sie selbst wieder 
von einander unterschieden werden können. Zu diesem Zweck 
construiren wir zu u = f'{x) = iga die der Strecke M,MM„ 
entsprechende Funktionscurve, über deren Verlauf wir uns auf 
folgende Weise orientiren. In M, (Fig. 3 a) ist a, < 90**, mit- 
hin tg a, > ; von M, bis M nimnat a, und mit ihm zugleich 
auch tg a, stetig ab, bis in M selbst tg a = geworden ist ; 
von M bis M„ ist a„ > 90^, oder tg a„ < 0, aber in stetiger 
Zunahme. Hiernach sind wir berechtigt, m,mm„ (Fig. 3 b) als 
eine schematische Darstellung der gesuchten Strecke der Funk- 
tionscurve w = /*' {x) anzusehen. Wird nun durch m eine Tan- 
gente gelegt, so ist deren Richtungswinkel ß grösser als 90^ 
und tg /? < 0. Für diesen Punkt m ist x =za und daher 

tg ^ = I -^ j = f^^ (a). Für einen Maximalpunkt besteht mit- 

hin die weitere Bedingung, dass /*" (a) < muss. Aehnliche 
Betrachtungen ergeben das Resultat, dass tg a, in Punkt M, 
(Fig. 4 a) negativ ist und stetig kleiner wird, wenn der Berüh- 
rungspunkt die Strecke M, M durchläuft, dass in M selbst 
tg a = ist und dass aut der Strecke MM,, tg a„ positiv sein 
und stetig zunehmen muss. Wir sind hiemach berechtigt m, m m,, 
(Fig. 4 b) als denjenigen Theil der Funktionscurve u = f (x) 
anzusehen, welcher der Strecke M^MM,, (Fig. 4a) entspricht. 



1 



Es muss mithin jetzt ß < 90" und tg /? > sein, und da wieder 
für Punkt m x = a ist, so ist igß = (;5— ) =^/"(«), oder es 

ist f" ifl) > 0. Ein Werth x^a, der die Funktion zu einem 
Minimum macht, besitzt Iiiernach die unterscheidende Eigen- 
schaft, dass /■"(a)>0 ist. 

Bezüglich der Wendepunkte haben wir uns die Verhält- 
nisse so zu denken: An einer Maximal- oder Minimalstelle 
besitzt die Curve 1 auf einander folgende Punkte, welche gleich weit 
von der 3;-Achse abstehen und deren Verbiudinis ein Curven- 
elenient bildet, das verlängert za der durch M gelegten Tan- 
gente wird. Dagegen finden wir an einer Wendestelle 3 auf 
einander folgende Punkte in gleicher Eiitfennmg von der a^Achse, 
oder 2 auf einander folgende Elemente in gerader Linie, d. h. 
2 zusananeu fallende Tangenten parallel zur Achse. Wird nun 
die Funktionscurve zu u^=f'{x) coustniirt, so entspriclit der 
Strecke M, MM„ in 5a die Strecke m, m m„ in 5b, weil «, 
< 90° ist, bis zu a = abnimmt und dann in a„ > übergdit, 
so dass die trigonometrischen Tangenten dieser Winkel, oder die 
Ordinateu der Curvenpunkte, positiv sein müssen. Da nun in 
M zwei auf einander folgende Tangenten zusammen fallen , so 
gilit es auch zwei aufeinandeiiolgende Werthe tg « = und auf 
der Curve m,mm„ zei auf einander folgende Punkte, welche 
der a;- Achse angehören, oder in anderen Worten: Die a>-Achse be- 
rührt die Curve m, )» »»„. Es muss demnach (t-) =/"'(a) = 

sein. Nach den nämlichen Grundsätzen wird auch die Curve 
6b aus 6a abgeleitet, nur ist a>90". Auch hier ist wieder 
f" (d) = 0. Stellen wir die Resultate nochmals zusammen, so ist 
/■(«) = Max., wenn f (a) = imd f (a) < 0, 
f(a) = Min., wenn f (a) ^ und /" (a) > 0. 
Ist dagegen /' (a) = und f" (a) = 0, so besitzt die Curve in 
a: = a gewöhnlich eiuen Wendei)unkt. Dass dieser Punkt x = a 
aber auch ein Maximal- oder Miniinalpunkt sein kann, wenn 
f (o) = und f" (n) = ist, soll jetzt nachgewiesen werden. 
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Die Bedingungen, unter welchen die Curve 3 b aus 3 a her- 
vorgegangen ist, schliessen die Möglichkeit nicht aus, dass sie 
in m einen Wendepunkt besitzt. Dies ist der Fall, wenn ß zu 
180°, oder tg /?-=/*'' (a) = wird, 3b erhält dann die Gestalt 
von 6 a. Die zum nächsten Diiferentialquotienten v = f (x) 
gehörige Curve muss, weil aus 6a hervorgehend, die Form von 
6 b besitzen, mithin in a; = a die Achse berühren, oder es muss 

Fig. 7. 
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(o) = sein. Die Curve w = f""{x) geht wieder aus 
ie iiäiiiliche Weise hervor, wie 3 b au.s 8 a entstanden 
miiss in j: = a einen Wendepunkt erhalten, wenn, wie 
■ nächste Diflerentialquotient für x = a verschwindet, 
' (a) = ü ist. Hat aber die Curve w = f" {x) in 
nen Wendepunkt, so muss auch die näcliste Curve 
x) die Achse in x = a berühren, d. h. es muss auch 
= sein, u, s. w. In Fig. 7 zeigt uns die Abtheilüng 
inktionscurven von f{x) bis f"" (x) unter der Voraus- 
Jass/(a)ein Maximalwerth und /'{a) = 0, /" (a) = 0, 
' u. s. w. sei, Ist dagegen f (d) ein Minimalwerth 
eich /^'(a) = o, /"(a) = ü. /"'(a) = 0, u. s. w., so 

Aliflieilung B die auf einander folgenden Funktions- 
ir. Für den Fall, dass at = a einem Wendepunkt ent- 
nd f {a) = 0, /■" {a) = u. s. w. ist, finden wir die 
er auf einander folgenden Funktionen unter C und D. 
lepunkte unter A und B sind daduich bedingt, dass 

die nächste Funktion iiir a: = o verschwindet, weil 
e gewöhnliche Tangente, wie in 31), zu einer Wende- 
werden kann. Verschwindet einmal eine solche Funk- 

= a nicht, so fällt auch der vorhergehende Wende- 
II, und wir erhalten die Curven 3b o{ler 4b wieder. 

die erwähnten Funktionen hinsichtlich der Al)leitung 
ler Ordnung süid, so sagen wir: Es ist / («) dann 
imm oder Minimum, wenn der erste üifferentialqnotient, 

= a nicht vei'schwindet , von gerader Ordnung ist, 

ist f(a) ein Maximum, wenn f" (a)<0, ein Mini- 
in P"{a)>0 ist. 

iel: Für welche Werthe von x winl fia:)^x-\ — 

»der Min.? /'(a:) = l — — , = 0gibt3;=±l;/"(3:)=-,. 
f" (1) = 2, d, h. positiv ist, so muss /(1) = 2 ein 
sowie /( — 1) = — 2 einMax. ist, weil/" (—1)= — 2 
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TT j OTT 

0? = — und — 
4 4 



2. Beispiel: f(x) = smx + cosx; f^(x) = cosx — sina;=0, 

-; f''(x)= — sina;— cosic; /'i— 1.-=(/2 ist ein 

Max., weil/*" (^) <0, /•/^| = — [/2 ist ein Min., weil 

r (^) > 0. (65) 

3. Beispiel: Für welchen Werth von x wird f{x) = (-| ein 
Max. oder Min.? 

r{x) = {^ {la — lx—\) = 0, oderZx = Z-, x = -\ 

\X / C € 

f"(^)=-ln^) + nx)ila-lx - 1); /■"(^) = _i. ef, 

d. h. negativ, mithin ist /*i-| = e^ ein Max. 

4. Beispiel: Für welche Werthe von x wird: 
f(x) = sin X sin (a — x) ein Max. oder Min.? 

/*' (:ij) z= sin (a — 2x) = 0, woraus a — 2 j; = 0, oder = tt, 

oder = 2 Tir ; ä; = 5-, oder = — - — , oder = 77 — tt; f'^ (x) = 

2i Li £t 

— 2cos(of--2ic). Nun ist/*' (^)=— 2, also/'(^l = sin*^einMax., 

.r(^)=2, mithin^(^) = -cos'f ei, 

dritte Werth ist dem ersten gleich. 

5. Beispiel: Für welche Werthe von x wird f(x)^=ir—r-i — 

^ ' ^ ' 1 + tga? 

ein Max. oder Min.? 

r(.) = ^^^(V^7g:y" -0,odertg-.^l, . = 5. 

Wenn /"(^) = - ist, so ist f" {x) = '' '^'' ~^ '''' > 

Da nun für den in Betracht kommenden Werth von x der Zähler 
verschwindet, so reducirt sich der Werth auf f" (x) = — ' 

In unserem Beispiele wird dieser Werth negativ und 
/Yj) = i|/2 ein Max. 

5 



ein Min. Der 
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Aufgäben. 

Zu den nachfolgenden Aufgaben sind als Losungen nur die 
Werthe von x angegeben, für «eiche die Funktion ihre Maxi- 
mal- und Minimalwerthe annimmt, diese selbst können durch 
Substitution leicht gebildet weixlen, 
340) fix) — x^—^ax^ + a^x Mx. für x = |,' Mn. für 3; = a 



341) 


= »' + Ca]'— 151 


Mx. 


, x--i,m. , 1=1 


342) 


= ,Hi~x) 


Mx. 


.-=|,Mn. .._0 


343) 


— x'{a — xy 


Mx. 


„ x = -^, Mn. „ x=a 
Mn. „ x = 


344) 


X 

«■+ 1 


Mx. 


„ a:=l, Mn. „ = -1 


345) 


-- + ¥ 


Mx. 


„ x=—a, Mn. , x=a 


346) 
347) 

348) 


x-+(i-xr 


Mn. 

Mx. 
Mn. 

Mx. 
Mn. 


„ a: = 2 


x-+2x-t-i 


„ x = — 2 

•-VI . 


ax'—bx+c 


-=-n 


348) 


»:■ - 3 I + 2 
i" + 3 1 + 2 


Mx. 
Mn. 
Mx. 
Mx. 


.I--K2 
, » = |/2 


350) 


= ±t/2ax-x- 


„ a; = 0, Mn. für xi=a 
, x = ^, Mn. , 1 = 


351) 


= l/2a«:'(2«-«) 


352) 


= x + Vl-x 


Mx. 


-4 


353) 


= x\/2-x- 


Mx. 


, 3r=l, Mn. „x=— 1 
_3« 


354) 


= xVax-x' 


Mx. 
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355) f(x) = {a + x) Va' — x' 

356) „ 



357) „ =^ 



359) 
360) 

361) 

362) 

363) 
364) 
365) 

366) 

367) 
368) 



369) 



370) 



371) 



372) 



VI 

n 
n 

n 

VI 



» 



r> 



n 



« 



= e* + e 



z 
a 



358) „ = 



a 



Mx. im x = — 

Ja 

Mn. „ a; = 

Mx. „ a; = 2, Mn. /'.a;=0 

1 



X 



= 6^^ — e^ 






= 2 sin a: + sin 2 ÄJ 



Mn. 

Mn. 
Mn. 

Mn. 

Mx. 
Mn. 
Mx. 
Mx. 






w 



a;=l 






» 



« 



» 



» 



n 



1 

X=- 

e 
x= e 

X =,c 



x = ye 
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er 



=sin2a?4-2sin(a — 0?) Mx. „ a; = -, Mn,für;>f=— « 



cos^a; . sin*^ 



= — r- + 



, a>6 Mx. 



TT 



a- V 

= cos a? -|- cos (a — 0?), Of < TT 



„ X =^ -, Mn. „ ic == 



Mx. „ ;zj=| 



sin X . sin (a + x) Mx. „ a; = 



TT — a 



Mn. für ^ = TT — 



Cü 



= sin '^ . cos (a — x) Mx. 



e"^ . cos iC 



sma; 



Mx. 



Mn. 



4' «- 4 



Implicite Funktionen. Soll aus der Gleichung /*(a;^)=0 

ein Maximal- oder Minimalwerth für y hervorgehen, so muss die 

5* 









■"ii' ■•? 






■^>j 



« ^~2 "''4' 


■ ^ 


Mn. für ^ = - + "7" 
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a;ige Variabele x so gewählt werden, dass die Bedingung 

t ist: ^ = 0. Da nun J^ = -|^:|^, so geht diese 
da; dx '6x 8^' ^ 

= 0. Im Allgemeinen wer- 

ieser Gleidiung die beiden Variabelen euthalten sein, 
ndung mit f{xy) = gebmcht, gehen die gesuchten 
von X und die zugehörigen Werthe von y daraus her- 
ein für ein solches zusammengehöriges Werthpaar :c und y 

r^-^ = 0, sondern zugleich auch —- = wird, so ist -~ 

^x ^n dx 

Iir gleich Null, sonderu unbestimmt, ein Fall, der später 
behandelt werden wird. Hier setzen wir voraus, dass 

verschwinde. Unter den angeführten Umständen redu- 

1 der zweite Differeutialquotient auf den Ausdruck 



i Minimums positiv sein muss. 

ispiel: /■=^'-i- 2a:'y + 43;— 3^0; 

= 2j + 2a;'; 

iden Gleichungen ei^eben die Lösungen: x^^ I , y = — 1 
— i, y = 2. Da für das erste Werthpaar auch p = 
ist y weder Maximum, noch Minimum. Dagegen wird 
zweite Werthpaar ^5-^ = — ^i mithin ist y = 2 ein 



Aufgaben. 
x^O wird y^h ein Max., y = — h ein Min. 
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Für x=0 wird ^=0 weder Max., noch Min., für x 
wird y = j i/2 ein Max. und ^ = — j|/2. ein Mn. 

375) f=x'- 3a'x + ?^' = 0', 

x = a gibt y = a\/2 als Max. und o; = — a gibt y = 

— a\/ 2 als Min. 

376) /•= 4 :r*-20rr — 8^ + 41=0; 

5 
a; = - macht y = 2 zu einem Mn. 

378) /•=(y — a;)» + ^ + 6 = 0- 

1 2 

— -= macht ^ = — 6 H — -7= zu einem Max., 

3^3 3l/3 



a? = — 6 — 



ic=— 6 + 



1 



macht ^ = — 6 



3|/3 
379) /* = ^'* — a^ — sina; = 0; 



3|/3 



zu einem Min. 



TT 



ic = - macht y == ya^ + 4: zu einem Min. 

Relative Maxima und Minima. Gegeben ist die 
Funktion si = f{xy) und weiter zwischen x und y die Gleichung 
(p[xy) = 0. Es sollen nun x und ^ so bestimmt werden, dass 
sie der Gleichung cp {x y) = genügen und zugleich js zu einem 
Maximum oder Minimum machen. 

Beispiel: In einem Kreise ist das an Fläche grösste Rechteck 
zu zeichnen. Sind x y die Coordinaten des gesuchten Eckpunktes, 
so ist ^=^4txy der Werth, welcher ein Max. werden soll, und 
zugleich müssen x und y die Bedingung befriedigen: 0(xy)^= 
00^ + 1/^ — r*==0, weil der Punkt zur Kreislinie gehört. Hier 

kann leicht y = Vr^ — ^' aus der Gleichung 9^ = genonmien 
und in z=^^xy substituirt werden, man fin(Jet dann, dass 

^ = 4 ^ (/r* x'^ für x=^T [/- Giß Maximum wird. 

In vielen Fällen ist jedoch diese Substitution äusserst schwierig, 
wenn nicht ganz unmöglich, so dass die Aufgabe auf andere Weise 
gelöst werden muss. Da y durch die Gleichung 9^ = von x 
abhängt, so muss x als die einzige unabhängige Variabele ange- 
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sehen werden, und es müssen die Werthe von x^ welche z zu 

einem Maximum oder Minimum machen, der Bedingung — = 

(a/X 

genügen, oder es muss sein: 



(Ix 8^ 8^ (?rp 
Aus der Gleichung (^ = ergibt sich : 

8r«j 8^ rfic 

und durch Elimination von -r- aus A und B entsteht 

dx 



(A) 



(B) 



dz 
dx 



oder : 



V 


8<f 8/" 


8(p 


Sa; 


8^ 8j/ 


8ir 




Scp 






%y • 




s/' 


8<? 8/' 


8^ 



0, 



0. 



(C) 



8.^ 8«/ 8«/ 8y 

Aus C und 9 = findet man jetzt die Werthe für x und //, 

durch welche ^ ein Maximum oder Minimum wird, und die weitere 

Frage, ob Maximum oder Minimum, wird wieder durch das Vor- 

d'^ z 
zeichen von 3— ^ entschieden, welcher Ausdruck noch zu bilden ist. 
dx"^ 

Dieses Verfahren lässt übrigens folgende Abänderung zu. 
Die Bedingung C kann auch durch die folgenden Gleichungen 



S/" , ;80 _ 8/* , ; 8cp___ 

8^ + ^8:^^^' 87+'^87~^ 



(D) 



ausgedrückt werden, wenn l eine willkürliche Constante bedeutet, 
durch deren Elimination D wieder m C übergeht. Tritt aber 
die weitere Gleichung <p — noch hinzu, so haben wir 3 Gleich- 
ungen zwischen den 3 Unbekannten a-, y und l. Da nun weiter 
8f icp_ l{f+lcp) 8/' .8^_ 8(/+^^) 
8a; "^8^ 8:r ' 8^ "^8^ 8«/ 

ist, so dienen zur Bestimmung von a?, y, A die folgende 3 
Gleichungen : 



8a; 



0, 



ly 



= 0, (^(a?^) = 0. (29) 
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Es bleibt noch übrig, ^—7^ abzuleiten. Aus A und B 



entsteht : 



ix S^ da; 
ip i<p dy 



da:* dx l 



] 



+ 



] 



Wird letzte Gleichung mit K multiplicirt und zur vorhergehenden 
addirt, so erhält man: 



d 



«* dx L 



(f+^'p) , ^{f+^<p) di, 



+ 



] 



'dx ' 8^ diC 

Berücksichtigt man, dass für die hier in Betracht kommenden 

Werthe der Ausdruck ^' 'T — — verschwindet, so ergibt sich 

iy 

durch Ausführung der angezeigten Differentiation der folgende 

Werth : 

d'z_ V{f+l<p) Vjf+lcp) dy_ 

dx" 8a;' "^ 8ar8^ ' dx'^ 



+ 



[ 



%y%x "^ öy" dxjdx 



Wird endlich j^ = ~^' ^ gesetzt, so geht daraus hervor : 



d2i 
dx' 
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8^ V{f+l<p) /S^Y 
■?.V 8^' \8a;/ 






Da der Nenner dieses Werthes ohne Einfluss auf das Vor- 
zeichen ist, so wird z ein Maximum, wenn der Zähler negativ, 
ein Minimum, wenn der Zähler positiv ist. 
1. Beispiel: Für welche Werthe von x und y wird z=^xy 
ein Max. oder Min., wenn die Bedingungsgleichung gegeben ist: 
<|^ = «' + y — a^y==0. {f^l(p)=-xy + l{x^ + y''—axy)\ 

Aus den vorstehenden Gleichungen folgt x = y und dann 
aus (p = weiter: 



*'. -'*'-^'*^*' ' 






Jlä 



«!. ^littM- 



a 2 
x=sy = -. und endlich l = ^-3?=,, ^ ^ — 



dx*' 



-8« 



folglich ^ = — ein Max. 
4 






^^j 






^h 



..V - 
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2. Beispiel: Aus einer Seite a und dem gegenüber liegenden 
Winkel a soll das an Fläche grösste Dreieck gezeichnet werden. 
Nennen wir die an der Seite a liegenden Winkel x und y^ so ist 



JP = 



a sni X sin y 



Da nun ein aus constanten und variabelen 



2 sin a 

Factoren zusammen gesetztes Produkt seinen grössten oder klein- 
sten Werth annimmt, wenn das Produkt der variabelen Fac- 
toren am grössten oder kleinsten wird, so dürfen wir a^ und 
2 sin« unterdrücken und z = f(xy)==mixm\y als diejenige 
Funktion ansehen, welche durch passende Wahl von x und y 
zu einem Max. wird. Zugleich besteht die Relation cp = x-\-y-\-a — 
— 180'= 0, so dass {f+l(p) = ^mx^my']-l{x-\-y+a — 180'), 

^' ' ^-— cosicsm w4-A = 0, ~^^ ^=sm^cosy4-A=0 

^x ^y 

ist, woraus leicht sin (o; — ^)'=0, oder x — «/s=0, erhalten 
wird, weil die andere Relation x — ^==180' hier nicht zuläs- 
sig ist. Für y = x wird dann weiter ^/"a ^' = — sin*^, 

m±i$i ^ _ 3i„». m^=,,,/,^ „M da |i = 1, 

8z/ ^x^y ^x ' 

r^ = 1 ist, SO wird für y = x der Werth t— § negativ und die 

Fläche ein Max. Unter allen möglichen Dreiecken mit gegebener 
Basis und gegebenem Winkel an der Spitze besitzt das gleichr 
schenkelige die grösste Fläche. 

Eine andere Aufgabe, nämlich die: In einen gegebenen 
Kreisabschnitt das grösste Dreieck zu zeichnen, fällt mit dieser 
genau zusammen. 
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Aufgaben. 

378) Wie gross muss der Winkel a*n der Basis eines gleich- 
sclienkeligen Dreiecks in gegebenem Kreise gewählt werden, 
wenn die Fläche des Dreiecks ein Max. werden soll? 

W^enn r der Halbmesser des Kreises und x der gesuchte 
Winkel ist, so ist F=4r*sin^;rcoSir und wird Max. für 
cos x = \^ oder x = 60^ Im Kreise hat das gleichseitige 
Dreieck die grösste Fläche. 

379) In einem Dreieck ist die Basis = a und der Winkel an der 
Spitze = a gegeben, wie ist das Dreieck zu zeichnen, wenn 
sein Umfang ein Max. werden soll? 

Sind X und y die beiden anderen Seiten, so ist: 
f^=x + y + a, (p = x^-^ y^ — 2xy o^o^a ~ a* = 0. 
Main findet f als Max. für x = y. 

380) Die Hypotenuse eines rechtwinkeligen Dreiecks ist = a. 
Wie sind seine Katheten x und y zu wählen, damit die 
Fläche ein Max. wird? 

z=^xy^ (p = x^+y^ — a^=0; wird Max. für 
y=-x. 

381) Die Summe der beiden Katheten eines rechtwinkeligen 
Dreiecks ist constant, nämlich x + y = 2s. Wie sind die 
Katheten zu wählen, wenn die Hypotenuse ein Min. 
werden soll? 

= Min. für ic = j/. 

382) Zwischen den Schenkeln eines Winkels a, dessen Scheitel 
A ist, liegt ein Punkt ilf , man soll durch M eine Gerade 
ziehen, welche die Schenkel in B und C schneidet und 
zwar so, dass Dreieck ABC ein Min. wird. 

Wir ziehen durch M zu AC eine Parallele, welche 
AB in D schneidet. Gegeben : AD = a, MI) = b ; ge- 
setzt : AB = x^ AC == y. F = ^ xy ^in a^ oder 

^=:xy\ <j!> = ^+-— 1=0. i^=Min. für ^ = 2a, 

X y 



oder MB = MG. 
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383) In der Basis AB eines Dreiecks ABC ist ein Punkt M 
gegeben, eine Parallele zu AB soll die Seiten in D und E 
schneiden. In welcher Entfernung von der Basis muss 
DE gezogen werden, wenn aDEM ein Max. sein soll? 

Wir setzen Basis AB = b, Höhe des Dreiecks A £ C = ä, 
Basis DE = y, Höhe des Dreiecks DME^x und haben: 
F=^X3/, f = hx + h^ — bh = 0; F^ Max. für 
:. = Jh- 

384) Die Grundlinie b und die Höhe h eines Dreiecks sind ge- 
geben, wie ist das Dreieck zu zeichnen, wenn die Summe 
der beiden anderen Seiten ein Min. werden soll? 

Sind X und ^ die Winkel an der Basis, so ist 

Ä , Ä ,. „ ., ,, „„ &'sina:sina 

0=-. \-- — die Seitensumme, u. oh=2F=^—, — ; — v. 

sma; smy ' sin(a;+y)' 

oder (^ = cotg a; -f- cotg ^ — t ==0. Für x^^ wird n 

ein Min. 

385) Auf den Seiten AB und BC eines Dreiecks sollen die 
Punkte D und E so gefunden werden, dass ihre Verbin- 
dungslinie DE das Dreieck halbirt und ein Min. wird. 

BD = x, BE = y, BA = a, BC = b; 

DE' = x' + if'—2x'/aisB, ip=x!/ — ^ = ö. Man 
rindet .e=a;' + ;/' — a!>cos£ alsMin., wenn 3^ = ^= l/-^- 

386) Eine Gerade DE und 2 auf der nämlichen Seite gelegene 
Punkte A und B sind gegeben, man soll in DE einen 
Punkt C so finden, dass AC+ CB ein Min. wini. 

Man ziehe AP und BQ senkrecht zu DE; setze 
AP^p, BQ=q, PQ = a; <ACP=x, <BCQ^y, 

so ist z = AC-i-BC=^ + -J-, <p=pcoigX'i- 

q cotg y — a = 0; e wird Min. für x = y. 

387) Ein Winkel « mit dem Scheitel A und eine Gerade SC = a 
sind gegeben. Es soll £C so in den Winkel getragen 
werden, dass die Endpunkte B und C auf die Schenkel 
des Winkels fallen und das Dreieck ABC ein Max. wird. 
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F = ixy sin a, c(> = x^ + t/^ — 2xy cos.« — a*= 0. 
F = Max. für x = y. Hierbei ist AB =^x^ AC = y, 

388) Gegeben ist ein rechter Winkel mit dem Scheitel A und 
auf dem einen Schenkel die Punkte B und 0. Man soll 
auf dem anderen Schenkel einen Punkt D so finden, dass 
Winkel BDC = v möglichst gross wird. 

AB = a, AC = b, AB = x, <ABB = a, 

<ACB==ß, tga = -, igß = l\ tg V = ^\~ ^^ f 

wird mit v selbst Max. für x==^± j/öfe. 

389) Welches von allen Vierecken, die aas den 4 gegebenen 
Seiten a^h^ c^d construirt werden können, hat die grösste 
Fläche? 

Ist X der von a und &, y der von c und ci eingeschlossene 
Winkel, so ist 2F=aJ)m\X'\- cd sin y. 

Durch die Diagonale wird die Relation vermittelt: 
(p = 2a6cos^ — 2cdcos^ — a*— &^4- c^4-öf*= 0. Man 
findet, dass für sin (;r + ^) = 0, AA\, x-\' y=lSO^ F ein 
Max. wird. 

390) In eine Ellipse soll das grösste Rechteck gezeichnet werden. 

Gl. der El.: ii? = acos^, ^ = fesin^; 
F= ^xy =^ 2a&sin2^ = Max. für t = 45^, oder: 

x==^aV\, y^lVh' 

391) Wie ist der Halbmesser eines Kreises zu wählen, wenn ein 
Ausschnitt von gegebenem Umfang = 2a die grösste Fläche 
besitzen soll? 

Ist der Halbmesser = x und der Bogen = 2f/, so ist 

x-\-y = a und F = xy ein Max. für i = ^ • 

392) Ein Parabelsegment wird durch eine zur a;-Achse senk- 
rechte Sehne BG begi:enzt, deren Abstand vom Scheitel 
A gleich a ist. Eine zweite Sehne MH soll parallel zu 
^jB so gezogen werden, dass ein Rechteck, dessen eine 
Seite üf iV ist und dessen andere Seite in ^ C liegt, die 
grösste Fläche besitzt. 
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Ist -xy der gesuchte Punkt Jf , so ist F = !/ {a — x) 
und ^'= 2px; F = Max. für x = -' 

393) Die vorhergehende Aufgabe, nur soll der Umfang des Recht- 
ecks ein Min. werden. 

^ Z7=2j/ + öt — x\ y^= 2px, Man findet U= Min. 
für y=:2p. 

394) Zwei Tangenten eines Kreises bilden einen Winkel = 2«, 
wie ist eine dritte Tangente zu legen, wenn das dem Kreise 
umschriebene Tangentendreieck ein Min. werden soll? - 

Die Winkel, welche die dritte Tangente mit den ge- 
gebenen bildet, mögen 2x und 2y sein; dann ist: 

F=r^ (cotgic + cotg y + cotg a) und 
fp = x + y + (^-' 180° = 0. F wird Min. für x = y, 

395) In einem Kreise ist eine Sehne AB gegeben und es soll 
jm kleineren Abschnitt zu ihr parallel eine zweite Sehne 
CD so gezogen werden, dass das Parallel trapez AB CD 
ein Max. wird. 

Es sei M der Mittelpunkt, MH der zu AB senk- 
rechte Halbmesser, <AMH= a, <C MH =^x. so ist 
F = r^ (sin x + sin a) (cos x — cos a) und wird Max. für 
a 

396) Es soll bewiesen werden, dass der Kreis als dasjenige 
Vieleck angesehen werden kann, welches bei constantem 
Umfange = P die grösste Fläche besitzt. 

Ist X die Seitenzahl und P der Umfang eines Vielecks, 

P' 71 

SO wird dessen Fläche F = y- cotg - ein Max. , wenn 

4:X "^ X 

. 271 271 j , 

sm — = — , d. h. a? = 00 ist. 

X X 

397) Ein gerader Kreiskegel, dessen Spitze A und Basisdurch- 
messer BG heisst, soll durch eine zw AC parallele Ebene 
so geschnitten werden, dass der Inhalt der entstehenden 
Parabelfläche em Max. ist. 

Es sei S der mf AB gelegene Scheitel, SD die zu AC 
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parallele Achse der Parabel, mithin D ein Punkt von BC, 
Es sei ferner SD = x und die zu x gehörige Ordinate = y^ 
^oistF=^xy und y' = BD, DC = DC(2r~ DC). 

Ist noch -4jB = 5, so ist schliesslich y = — ysx — x^ 

s 

und F wird Max. für x=^s oder ÄS=\AB. 
398) Um ein Rechteck soll die an Fläche kleinste Ellipse be- 
schrieben werden. 

a und b die halben Rechtecksseiten, x und y die Halb- 



achsen. F = xy 7t und -«.H — § 

x^ y^ 



1 = 0. Es wird 



F=Min. für x = aV2, y = bV2. 

399) Um ein gleichschenkeliges Dreieck soll die an Fläche kleinste 
Ellipse gezeichnet werden. 

Spitze des Dreiecks Ä, Basis BC = 2n^ Höhe = ä. 
Sind ti und v die Halbachsen, so heisst die Scheitelgleichung 
der Ellipse: u^y^=v^(2ux — x^) und so besteht die Re- 
lation : w* w^ = V* (2 wÄ — Ä*). Die Fläche F = uvt€ wird 
ein Min. für m = f ä. 

400) In ein gleichschenkeliges Dreieck soll eine Ellipse so ge- 
zeichnet werden, dass sie die Seiten des Dreiecks berührt 
und an Fläche ein Max. wird. 

J. jB = 2 w die Basis, C Spitze, DG = h Höhe und zu- 
gleich ic Achse, AB y Achse, u und v Halbachsen. Nun 
ist u^y^=v^{2ux — x^) die Scheitelgl. der Ellipse und 

y = — r ^ + ^ die Gleichung von A C. Suchen wir die 
n 

Abscissen der Schnittpunkte zwischen der El. und A C und 
setzen den Wurzeltheil gleich Null, so ist dies die Be- 
dingung dafür, dass die Gerade die Curve berührt. Sie 

heisst: v^ -\ ^ w* = 0: JP==wi;7r wird Max. für 

h 



w== 



h 



401) In ein gleichschenkeliges Drdeck soll eine Parabel so ge- 
zeichnet werden, dass sie die beiden gleichen Seiten be- 
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fe rührt und das von der Basis begrenzte Parabelsegment 

ein Max. wird. 

Es sei Ä die Spitze, h die Höhe, BC= 2n die Basis 

des Dreiecks, A der Anfangspunkt und h die a; Achse des 
f: Systems, S der Parabelscheitel, ÄS = u, Die Parabel- 

F gleichung heisst: y* = 2p(x — w), die Gleichung von 

f 

t AB\ y = j-x = hx. Als Bedingung dafür, dass A B die 

% Curve berührt, wird gefunden: p — 2Vu=^0, worin auch 

^ p noch unbekannt ist. Die Fläche F =*f V^p (h — uY 

l ' h ' 

i' ■ - wird ein Max, für w = - • 

l' ■ 402) Ein Kreis ist durch seine Gleichung y^=2rx — x^ be- 

j ' stimmt. Anfangspunkt und ic Achse des Systems sind zu- 

f^ gleich Scheitel und Achse einer Parabel, welche den Kreis 

r in den Punkten B und C schneidet. Wie muss der Para- 

l,:\ meter p der Parabel gewählt werden, wenn das von BC 

" begrenzte Segment ein Max. werden soll? 

r Die Coordinaten von B mögen x und y sein, dann ist 

F=lxy, y^=2px und y^=2rx — x^^ woraus folgt, 



dass F =%Vp{r — pY ein Max. wird für ^ = j- -- 

403) Welcher von allen geraden Gylindern, deren Oberfläche = a* 
' ist, besitzt das grösste Volumen? 

X «= Basishalbmesser , y = Höhe , V== x^yn^ 
(p = 2nx {x^ y) — a^\ V wird ein Max. für, y=^2x, 

404) Ein Kegel soll parallel zur Basis so geschnitten werden, 
dass d^r zwischen der Schnittfläche und der Kegelbasis ge- 
legene Cylinder an Volumen ein Max. ist. 

r = Basishalbmesser, h = Höhe des Kegels, x = Basis- 
halbmesser , y = Höhe des Cy linders. F == x^y n ; 

2r 
(p = hx + ry — hr'-=0, V wird Max. für x = — • 

405) Welcher von allen geraden Kegeln von gleicher Seiten- 
länge = s hat den grössten Cubikinhalt? 



^^^i 
' '^M 
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i Das Volumen wird ein Max. wenn der Basishalbmesser 

\ = s |/f ist.. 

i 406). Aus einem Kreise, dessen Halbmesser r ist, soll ein Sector 

so geschnitten werden, dass der übrig bleibende Theil der 

j Kreisfläche, als Kegelmantel verbraucht, einen Kegel be- 

stimmt, dessen Volumen ein Max. ist. 

Ist X der Halbmesser der Kegelbasis, so wird V ein 
Max. für x = r Vi- 

407) Eine Pyramide soll parallel zur Basis durchschnitten und 
die Schnittfläche als Endfläche eines Prismas benutzt wer- 
den, dessen congruente Grundfläche in der Basis der Pyra- 
mide liegt. Wo ist der Schnitt zu führen, wenn das Vo- 
lumen des Prismas ein Max. werden soll? 

B Grundfl., h Höhe der Pyr.; y Grundfl., x Höhe des 
Pris. Es ist t/:B=^{h — xYih^ und Y = xy ein Max. 

-.. h 

für a;.= ö* 

408) Dieselbe Aufgabe, nur soll statt des Prismas eine zweite 
Pyramide construirt werden, deren Grundfläche die Schnitt- 
fläche ist und deren Spitze in der Basis der gegebenen 
Pyramide liegt. 

409) Dieselbe Aufgabe, nur sollen statt der beiden Pyramiden 
2 Kegel gesetzt werden. 

410) In der Achse einer Parabel ist ein Punkt B gegeben und 
man soll senkrecht zur Achse zwischen B und dem Scheitel A 
eine Sehne CD so ziehen, dass der Kegel, welchen das 
Dreieck BOT) bei seiner Drehung um die Parabelachse 
erzeugt, möglichst gross wird. 

Schneidet CD die Achse in Pund ist J. i? = a, AB=^x^ 

CP=y, so ist y'—2px=^0 und ^^ ^'^(^ — ^ ein 



r 

\ 



Max. für x = -' 



411) Eine regelmässige Pyramide mit quadratischer Basis soll 
so in eine Kugel gezeichnet weiden, dass ihre Ecken in 
der Kugeloberfläche liegen und ihr Volumen ein Max. ist. 
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Ist X der Abstand der Grundfl. von dem Kugelmittel- 
punkt und ^ die halbe Seite dieser quadratischen Grundfl., 
so ist r=^iy'{r + x) und ^+2y'— r' = 0. Für 

r *" 

X = - wird F ein Max. 

o 

Für welchen Punkt eines Ellipsenquadranten schliessen 
Durchmesser und Normale den grössten Winkel ein? 
Gesuchter Punkt xy^ gesuchter Winkel = ip; 

tg«// = 



a 



'b' 



xy wird mit xy ein Max. für a?= a |/f, 



412) Nachzuweisen, dass die Tangente durch den in der vor- 
hergehenden Aufgabe gefundenen Punkt mit den Achsen 
ein Minimaldreieck einschliesst. 

413) Zwei Kugeln liegen ganz auseinander. In welchem Punkte 
ihrer Centrallinie kann das Max. der beiden Kugelhauben 
übersehen werden? 

414) üeber der Centrallinie zweier Kugeln ist in irgend einer 
der hindurch gehenden Ebenen ein Kreis beschrieben. Von 
welchem Punkte dieses Kreises aus kann die grösste Summe 
der beiden Kugelhauben übersehen werden? 
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§. 11. Die Reihen von Taylor und Maclaurin. 

Es wird als bekannt vorausgesetzt, dass Funktionen, wie 
(a + x)", e', a^, Z(l + ^\ sin x^ cos x u. a. m., in Reihen nach 
ganzen Potenzen von x entwickelt werden können. Tritt in einer 
solchen Reihe {x + a) an die Stelle von x^ so bleibt sie hin- 
sichtlich ihrer Form unverändert und nimmt nur andere Coef- 
ficienten an. Mithin ist es gestattet zu schreiben: 

f{a -{-x)==Ä^ + A^x + A^ x^+ A^x^ + , 

woraus dann durch Differentiation weiter hervorgeht: 

f (a + x)=:A^ + 2A^x+ 3A^x^+ 

f' {a + x)= 1.2A, + 2 . 3 ^3 o: + 

X » ^ * ö jSL^ ~y ...... 



I"- 


r"(.a + x)- 


1. 

u. s. w. 








r-Ctl. ■ 
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In diesen Gleichungen setzt man x = und findet: 
Ao) = A, r(a) = A,, f"(a) = l.2A,, r{a) = l .2 .3 A, 
u. s. w., oder : 

A =/(«), ^. = f (»), ^» = 172 ' '"'172:3 ^•^•*" 

So erhalten wir schliesslich: 

O O 

/•(a + a;)=/'(a) + /^'(a)^ + r(a)^ + r'(a)j^+ • • • (30) 

Dies ist die Reihe von Taylor. Bezüglich ihrer Zulässigkeit 
kann hier nur bemerkt werden, dass die Funktionen / (a), /' (a), 
f (a) u. s. w. endlich, eindeutig und von a\A^ a-\- x stetig sein 
und bleiben ipüssen, wenn auch, wie gewöhnlich, die Anzahl der 

, Glieder unbegrenzt ist. Dass ausserdem für x nur solche Werthe 
gewählt werden dürfen, für welche die Reihe convergirt, ver- 

. steht sich von selbst. Das Weitere über diese Frage muss dem 
Vortrags, oder dem Studium eines ausführlichen Lehrbuches 
vorbehalten bleiben. 

Wird, wenn zulässig, in der Taylor'schen Reihe a = ge- 
setzt, so geht sie in die Reihe von Maclaurin über und heisst 
dann : 2 3 

fix) = /-(O) + f (0) ^ + f" (0) j^ + /-'"(O) j-^ + . . . (31) 



Aufgaben: 

415) Das Binomium. Jm f(x) = x'* gehören die Werthe 
/ (a) = a", f ia) = n a»" S /*" (a) = n{n—\)a"-\ 
f'** (a) = n (w — 1) (w — 2) a""8 u. s. w. Nach der Reihe 
von Taylor erhält man fix-^-a) oder: 

416) Die Reihe für (1 + ^)-" zu finden. f(x) = x-\ f(l) = 1, 
/•'(l)=_-w, ^/.(1)^^(^_^1)^ /''"(l)=-w(w+l)(w+2) 

U. S. W. j 3 

(l4.ic)-==l-^^+n(w+l)j^-w(n4l)(M+2)p|-^+... 

417) Entwickele den Ausdruck |/l + i» in eine Reihe. 

6 



/■•(») = Ja;-», f"(^) = -ii-i u. 

^1. f'(i)=i, rm=-i U.S.W. 

I.Sa;' 



die Reihe: 



« + 



l .3 



1.3.5 



2.4 2.4.6 ^ 

= .i'- 33:'+4a;— 5 ist, soll f(x-i-2) ent- 
leii. Ksist/'(2) = -l, /'(2) = 4, r'(2) = C, 

/(a;+ 2) = - 1 + 4a; + 3a;'+ .t". 
ormel von Madaurin so]] eiitwiciiclt werden: 



'X+ - 



V ' ^ v • ^ 

i furo'. f(x) = a\ fifi) = ^, f'{») — la 
')', f" (0) — (lo)" n. s. w. 



"i»+, 



5 ('')' + T 



;('(.)•+. 



1.2'"' ' l.'2.3' 
t die Reiiie für e' liervor, wenn man e statt 



i für ((l + a;J. /(a:)-ia;, / (1) = 
"'(l)--l, /■"'ll)-2, r"'(l) = -2. 
.3.4 u. s. w. 

a;l-x — - + - — - + - - 
' 2^3 4^5 

— X statt X gesetzt, so entstellt : 
«)-=-"=-|--T-T-r 



:-(r- 



Formel über: 

7+T) +* (2i+Tr + * (27+17 "•"■• -J ■ 



L(2 

n, dass: 

8 -}- 12 ^ + 24 
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424) Die Reihe für sin(x+a), /"(.r) = sina?, /'(a) = öina, 
f (a) = cos a , /" (a) = — sin a u. s. w. 



ÜC CT 

sin {x + a) = sina + cosa- — sin a ^-z 

X. X. , £J 

Für a = wird: 
^\nx = x — 



cosa 



X' 



1.2.3 



4- 

I • • • • 



X' 



+ 



X^ 



1.2.3 ' 1.2.3.4.5 

425) Die Reihe für cos(a? + a). /*(a:) = cosa?, /(a) = cosa, 
/''(a) = — sina, /"(a)==-^cosa, /'"(a) = sina u. s. w. 

"o I .... 



cos(a+a?) = cosa — sina:j — cosar— p: + sinat— tt o 

1 i .1 1 . 2 . «1 

Für a = erhält man : 

.2 



cos ä; = 1 



X 



+ 



X' 



1.2' 1.2.3.4 
426) Auf ähnliche Weise entwickelt man : 



tg(a+«)=tga+ 



1 X 2tga x^ 2(l + 3tg'a) 



cos^a 1 cos a 1.2 



+ 



X' 



cos'a 



1.2.3 



+ ... 



427) Nach der Formel von Maclaurin soll /'(^) = cos*^ ent- 
wickelt werden. 



/'VI* /y» •>* 



cos'^ = l-2j^+8^--^^-82 



+ ... 



1.2 ß 

428) Mittelst der Reihe von Maclaurin ist die Formel von Moivre 
abzuleiten. Gegeben ist f{x) = (cos x -\- i sin x)". Man 
findet : /*' (x) = n (cos .><; -|- i sin a?)"" ^ ( — sin x -\- icosx) = 
== n i (cos x + isinxY = ni.f (x)^ und daraus folgt, dass 
/*" {x) = ni .f (x) = {niyf (x) ist u* s. w. Nun ist 
/•(0) = 1, /•'(0) = wi, /'"(0) = — < r'(q) = -n^' 
u. s. w. und : 



2 2 

n X 



(cos x + i8mxy=l — - — - + 



n*x' 



1.2 ' 1.2.3.4 

8^8 



+ 



"^ n 1 1 . 2 . 3 ■•■ /' 

oder nach den für sin^ und cos:z; entwickelten Reihen: 
(cos X -\- i sin x)" =: cos (nx) -f i sin (nx). 
429) Die Funktion f(x) = 3iYCsmx soll in eine Reihe ent- 
wickelt werden. Weil die höheren Differentialquotienten 
wenig einfache Formen annehmen, setzen wir: 

arc smx = A + Bx + Cx' -f Dx' + Ex* + , . . 

6* 
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und haben sofort ^ ^ fiir x^ 0, WinI auf beiden 
Seiten ditferentiirt, so entsteht: 

^ ^ = B-\-2Cx-{- 3Dx'-\-4Ex'+ .. . 
Für die linke Seite liefert der binomische Sat^ die Reihe: 

und so erhalt man durch Vergleich: 

B=l, 0=0, D=^, E = u. s. w., oder: 



2.3' 



1.3.5 a;' 



u.,m. = x+ - - + ^ - + ^^^- + . . . . 
Für x=l wird arc sin a; = ^ ■ 

430) Die Reihe für arc tg a;. Setzt man: 

dse,tgx = Ä-\-Sx+Cx'+ Dx'+Ex*-^- .... 
so ist für a; = auch A=0 und : 

^~^, = B + 2Ca: + 3Dx'-\-iEx'+ . . . 
Da nun weiter: 

_j_,_, _,.+,._,.+ 

so findet man durch Vergleich, dass: 

B = \, C = 0, D = — \, £=0 U.S.W. 

X x' , x' x' , 
arctg«-j-3+^-^+ 

Für ar = 1 ist arc tg a; = j, und man hat : 

J = i-4 + i- + + »-A- 

Werden die Glieder paarweise vereinigt, so entsteht die 
bessere Form: 



f-(i^ 



^5.7^9.11^ 



Setzt man tg « = ^ und tg j? = J, so ist tg (« + ^) = 1 und 
daher {a-\- ß) = ^. Man darf mithin setzen: 

ü^^i+i^-i^i+i^+i/i+'V- 



--- ' - fS 1 • »jr---» 
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Zum Schlüsse dieses Kapitels stellen wir noch einige später 
nothwendige Formeln auf. Wird in der Reihe für e' an die 
Stelle von x die imaginäre Variabele ix gesetzt, so wird: 



X' 



e''=l— 7^ + 



X' 



X 



6 



1.2 " 1.2.3.4 1.2. ...6 



^^^ • ■ • • • 



"*" * Vr~1.2.3"^ 1.2.3.4.5 — /' 

oder es ist e''=cosx -\- imix^ und allgemein: 

e'"' = cos (nx) + i sin {nx) (32) 

Da nun auch e'"* = (cos x-{-i sin x)" ist , so erhalten wir leicht 
durch Vergleich die Formel von Moivre wieder. Aus: 
e*' = cos a? + i sin x und e~'' = cos a? '— i sin x 
folgt leicht: 

(33) 



-»« 



cos a; = — — 



sm X = 



2t 



worin auch nx statt ^ gesetzt werden darf. 

Tiitt ebenso in Aufgabe Nr. (422) an die Stelle von x die 
imaginäre Variabele ix^ so erhält man: 

jl-j-ix ./x x^ x' y 

woraus dann unter Berücksichtigung der Reihe für arc tg x folgt: 

arc tg ^ = r-r Z , ' ! . (34) 

° 2i 1 — ta? ^ ^ 
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Funktionen von zwei unabhängigen Variabelen. 

§. 12. Entwickelung der Differentialquotienten. 

Sind in der gegebenen Funktion z=^f(xy) die beiden Va- 
riabelen unabhängig von einander, so können^ die Werthe, welche 
IS nach einander annimmt, wenn man den Variabelen immer an- 
dere und andere Werthe beilegt, auf folgende Weise graphisch 

veranschaulicht werden : 

In der gewöhnlichen Coordina- 

tenebene benutzt man in bekann- 
ter Weise das gewählte x und y 
zur Constmktion eines Punktes 
D (Fig. 8), errichtet in D ein 
Perpendikel zur Coordinatenebene 
und trägt darauf den Werth von 
2 ab, welcher den gewählten Wer- 
then für x und y entspricht. So 
erhält man den Punkt M im 
Räume. Bei mehrdeutigen Funk- 
tionen lindet man mehr als einen Punkt auf der nämhchen 
Senkrechten. Durch den continuirlichen Zusammenhang aller 
Punkte, welche auf diese Weise uas einer Funktion hervorgehen, 
entsteht ehie Oberfläche. 

Eine Aenderung des Funktionswerthes z = f{xy) kann nun 
auf dreierlei Weisen veranlasst werden, und zwar: 

1) dadurch, dass nur x übergeht m x^, 

2) dadurch, dass nur y übergeht in y^, 

3) dadurch, dass gleichzeitig x und y übergehen in x^ und y^. 
Demgemäss müssen auch 3 verschiedene Arten von Differenzen 
der Funktionswerthe unterschieden werden, nämlich: 

1) f{^,!j)-fi:^y)\ 2) nxy,)~f(xy); 3) f{x,y^)-f\xy\ 




Fig. 8. 
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Däss man die Werthe: 

Lf == lim f(^iy)-f(^y) Lf = nm ^(^^i)-/'(^^) 

die partiellen Difterentialquotienten der Funktion nennt, wurde 
Pg. 14 erörtert, wo sich auch der Modus ihrer Ableitung ange- 
geben findet. Wir haben uns desshalb hier nur noch mit der- 
jenigen Veränderung ds z\x befassen, welche der P'unktionswerth ;Sf 
dadurch erfährt, dass sich die beiden Variabelen x und y gleich- 
zeitig um die verschwindend kleinen Werthe dx und dy ändern. 
Wenn den beliebig aber doch ganz bestimmt gewählten Werthen 
Jiy und x^y^ die Eunktionswerthe is und ^^ zugehören, so ist 
{z^ — £)=f {x, yj — f{xy\ oder : 

y) 

.(^, - x) '^"* *^^ ' {y^— y) 
Durch den Uebergang zu den Grenzen wird dieser Ausdruck in 
den folgenden übergeführt: 

(35) 



^,^^,)= f^^^^yp-f[^y^) i^,^-,) + f^^y^^ 



cU=.-dx+^ydy, 



Wird diese Formel nach ihrer eigenen Anleitung nochmals diflfe- 
rentiirt und dabei berücksichtigt, dass dx und dy constante 
Werthe sind, so entsteht: 



d'z = 



»(li-'-+H-"),,| »(l^''-+li^^) ,^ 



d^z = 



_Vf 



"iix' 



^x 

da;' +2 



8i/ 
?Y Vf 



431.) — ^x''+xy'+y'' 
432) z - ""f 

x + y 




433) 2 — Vx' — y' 

434) z — (2x^byy 

435) z — // sin 0? -+• cos {x - 


-y) 



Aufgaben. 

dz == (6ic+t/') dx-\-{2xy^-4ty^) dy 
x^dy -\-y^ dx 

xdx — y dy 

-=3(2x-6t/y(2dx---lOydy) 

= [y cos X — sin (x — y)] dx + 

+ [sin X -f sin {x — y)] dy 



Y) 



7) 



88 






436) ^ = (sin3:z: + cosy)' 

d0=2 (sin3a;+ cos ^) (3 cos Sxdx— sin ydy) 
•x^ — ax9/ +y* d^z = 2 {dx^ — adxdy + dy^) 



437) ^ 

438) z 



t/«6^ 



ö!«^ = e''{y^dx^-\'4!/dxdy+2dy^y 



zj- 



>.»"' 



.V 



CIj* 






;^ 






"ii- 



■>■ 



:>•? 






,?'' 






§. 13. Maxima und Minima von Funictionen mit zwei unabliängigen 

Variabelen. 

Wenn auf der Eingangs des vorliergehendeu Paragraphen 
erwähnten Funktionsoberfläche der Punkt M weiter von der 
;r^- Ebene absteht, als alle Punkte seiner unmittelbarsten Um- 
gebung, so nennt man ihn einen Maximalpunkt, liegt er dagegen 
dieser Ebene näher, als alle benachbarten Punkte, so ist er ein 
Minimalpunkt. Der zugehörige Funktionswerth ^ wird dann ein 
Maximum, beziehungsweise ein Minimum genannt; Werden durch 
einen solchen Punkt M nach beliebigen Richtungen Ebenen 
senkrecht zur rr 2/ -Ebene gelegt, so entstehen auf der Obei-fläche 
Schnittcurven, und es müssen alle Tangenten, welche durch M 
an diese Curven gelegt werden können, parallel zur xy -Ebene 
sein. Legen wir in der Achsenebene beliebige Curven durch 
den Punkt Z>, so entsprechen diesen ebenfalls l)eliebige Funktio- 
nen zwischen den Variabelen x und y. Jedem Punkte einer 
solchen Curve entspricht ein bestimmtes Werthpaar x und y, 
und diesen wieder ein ganz bestimmtes 0, woraus dann folgt, 
dass jeder Curve in der a;?/- Ebene eine ganz bestimmte Curve 
auf der Funktionsoberfläche entsprechen muss. Kann nun ein 
Werth so gefunden werden, dass ei' für alle diese Funktions- 
curven ein Maximum oder Minimum vorstellt, so ist er auch ein 
Maximum oder Minimum der Funktion. In §. 10 haben. wir 
Werthe für x und y ermittelt, für welche = f{xy) ebenfalls 
zu Maximal- oder Minimalwerthen wurde, doch mussten die ge- 
fundenen Werthe noch weiter der Bedingung genügen : (p (xy) = 0. 
Daher unterscheidet sich unsere jetzige Aufgabe von der da- 
maligen nur durch den Umstand, dass die erwähnte Bedingung 
ganz fehlt, d. h., die Abhängigkeit zwischen x und y beliebig 
gewählt werden darf. Fügen wir desshalb der gegebenen Funktion 
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z = f{xy) noch die willkürliche <p{xy) = ^, oder statt ihrer 
noch die beiden willkürlichen : .r = q^ (^) , y^\p(f) hinzu, so 
ist diese Aufgabe auf die frühere zurückgeführt. Hierdurch ist / 
auch z in eine Funktion der einzigen Variabelen t umgewandelt, 
und es niuss für den Fall eines Maximums oder Minimums : 

dt 'bx' dt "*" 8^ 'dt 

sein. Bei der Willkürlichkeit von -tt = oc' und ^- = f/' kann 

dt dt 

diese Bedingung nur erfüllt werden, wenn: 

^=0 und 1^ = 0. (36) 

Qx oy 

Aus diesen Gleichungen gehen diejenigen Werthe von x und y 
hervor, welche ^ zu einem Maximum oder Minimum machen. 
Diese selbst werden, wie gewöhnlich, durch das Vorzeichen des 
zweiten Differentialquotienten von einander unterschieden. Es ist: 

d'^ 8/^^,8/' ,. , jVf . , 87 A , 

+ ^l8-^^^+8T^^)- 
Gemäss der Relationen (36) wird: 

dt'^Zx'^ "^"^80:8«/^^ "^8^^^ * 

Die zweiten Differentialquotienten sind hier constante Grössen, 
weil sie mit den aus (36) hervorgehenden Werthen von x und y 
zu bilden sind. Wir nennen sie a, 6 und e und haben: 

Der letzte Ausdruck bleibt für alle Werthe von x' und y* positiv, 
wenn {ac — &*)^0 und zugleich a>0 ist. Die Funktion ist 
dann ein Minimum. Ist dagegen {ac — 6*)^0 und a<0, so 
kann der Ausdruck nur negativ werden, wie man x' und y' auch 
wählen mag. Die Funktion ist ein Maximum. Ist endlich 
{ac — 6^)<0, so kann der Werth durch geeignete Wahl von 
X* und y' nach Belieben positiv oder negativ gemacht werden. 



,u;* 
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;• 

P5 .; 






>.-■' 



tji:. 



><■- • 
vi 



.yv. 



Hieniach ist es für Maximal- und Miiiimalwerthe ein geinein- 



sames Erforderniss, dass jr-^ ' 



ist dann: 



Ix' "by' 






>0 ist, und es 



02 ^ 
s ein Maximum, wenn ;r— 1<0, 

;sr dn Minimum, wenn ;r-i>0. 

8.r*^ 

Aufgaben. 

439) i2 = x^-{-y^-\-xy—^x — 4:y+b Min. für:z; = f , «/=«=f. 

440) z = x^-^xy-\-y^-\-^x-\-^y 



r) 



T) 



„ J? = — 1, ^ = 3. 



Max. für ic == ^, y = -^' 



„ ^=^=60^ 



x = y = - 



y 



441) ^=4^vH 1 — 

X y 

442) Js; = (x'\-yy—(x-}-üy + xy) 

443) = xy^(a — ^ — «/)* 

444) ;2r = sinic-Hsin^ + sin(.r-f ^) 

445) ^ = sinir sin2/sin(a — x—y) 

Mij) 0=x^ — 3axy + y^ „ „ x = y = a. 

447) Das Volumen eines rechtwinkeligen Parallelepipedes ist = cl^ 
Wie gross müssen die Kanten sein, wenn die Obertläche 
ein Min. werden soll? 

Der Körper ist ein Würfel, dessen Kanten == a, 

448) Eine Zahl a soll in 3 solche Theile zerlegt werden, dass 
deren Produkt ein Max. wird. 

js=^xy(a — X — y) wird Max., wenn jeder Theil =77 ist. 

449) In einen Kreis soll das an Fläche grösste Dreieck gezeich- 
net werden. 

Die zu den Seiten gehörenden Centriwinkel mögen x, y 
und (360^ — X — y) heissen, so wird F = ^ r^ (sin x + sin y 
+ sin (360® ~ x — y) ein Max., wenn die 3 Centriwinkel 
gleich, mithin auch die Dreiecksseiten gleich sind. 

450) Die Summe der 3 Seiten eines Dreiecks ist = 2 s. Wie 
muss man die einzelnen Seiten wählen, wenn die Fläche 
ein Max. sein soll? 
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•■J-' 



F=\/s(s — x) ($ — y) {x + t/ — s) wird ein Max., wenn 
die 3 Seiten gleich sind. 

451) Aus einer Kugel soll das an Volumen grösste rechtwin- 
kelige Parallelepiped geschnitten werden. 

Kugelhalbniesser =r, die halben Kanten x^ y^ u^ so 
besteht die Relation: ic^-f y* + w*^= r^ Das Volumen 
z = Sxyu wird Max. für x=^ y = u = r |/^* 






§. 14. Homogene Funktionen. 

Wir sagen, der Ausdruck ax^ y^ sei vom fünften Grade 
(Ordnung, Dimension), weil die Exponentensumme der beiden 

Variabelen 5 beträgt, und nennen — - — r einen Ausdruck 

X'\-y 

dritten Grades, weil die Differenz aus der Exponentensumme 
des Zählers und Nenners gleich 3 ist. Dass der Grad eines 
Ausdrucks auch eine negative oder gebrochene Zahl sein kann, 
ist selbstverständlich. Sind die einzelnen Theile einer Funktion 
von gleich hohem Grade, so ist die Funktion homogen. Zur 
sicheren l^eurtheilung, ob eine Funktion die erwähnte Eigen- 
schaft besitze, dient das folgende Kriterium: Ersetzt man die 
Variabelen x^ y^ z u. s. w. durch die Werthe tx^ ty ^ tz, wobei 
t einen beliebigen Factor vorstellt, so muss man fiir eine Funk- 
tion vom wten Grade die Relation linden: 

f{tx, ty, tz) = tU\xyz) (37) 

L Beispiel: f{xy) =^ bx^ — 2xy + ly^\ 

f{tx, ty) = bt'x^'^2txty + lt'y'=t''f{xy), 

2. Beispiel: f{xyz) = j—i — — 

x^ y^ -\- z 

.,,,,. fxHiz^-t'yH^x^ + thf^t'z' ,7^, , 
f{tx, ty, tz) = 1 1^1 1 , ^ ^Pfixyz). 

ti x^ P y^ -\-tz 

Euler's Lehrsatz über homogene Funktionen. 
Wir setzen in (37) ta? = «i, ty^v, tz^=^w, und differentiiren 
die beiden Seiten nach t: 



^ 



JA' 



r-f i 



''V 
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fei 



,^^ 



Fv 

!•>-' 









5^'" 



w 



wr 



R«^» 

>■'-. 



8/" du . ^f dv , ^f dw , , ,. . 

^1 .1 (Z?^ dv dw . , 

oder, weil ^ = ^, ^ = ^, ^ = .ist, 

QU OV GW I \ if J 

Lässt man darin die willkürliche Grösse t m l übergehen, so 

'd0 



verwandelt sich ^^ in ^, ^ in ^, ^ in ^ und man erhält: 



8?* 
8/ 



8«' 8^; 8i/' 'dw 



Diese Formel stellt den Satz von Euler dar. 

I.Beispiel: /^= ^^ + g _^^ = 0; 

ab 



(38) 



2« 



.+Vr.-2,..=.(^+l-:-4 



2. Beispiel: / = ^^+ 2a;r'y — ai/^= 0; 

S.Beispiel: /= ^Z^»— i^^^ = i?. 

8/^3^' 8/^ — 2t/^ ^f^ — y' 
ix 2R' 8y 2jR '8-^ 2i? ' 



xy 



2R ~"H iJ 



^) = ||/P^=^. 



4. Beispiel: /"= 



^' + ^ 



3 •) 



8^ 82/ (^'+2/')' "" 

5. Beispiel: / = 4=z + i^; 



^2/ 



x« + t/^' 



— ^x'i.x-\- ^ 



yj_ 

z 






§. 15. Die Reihen von Taylor und Maclaurin für Funictionen mit zwei 

unabhängigen Variabelen. 

Ersetzen wir in f {xy) die Variabele x durch x-{-i, und y 
durch /y + V7, so kann die Funktion in eine Reihe nach Potenzen 



w 



f 



'^♦*^. 
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und Produkten von £ und v entwickelt werden. Um diese Ent- 
wickelung auf §.11 zurückzuführen, setzen wir S = r.^, v = s.t 
und f{x + r^, y + st) = F(t)^ indem wir uns unter x, y, r, s 
bestimmt gewählte Werthe vorstellen. Nach dem Maclaurin'schen 
Satze ist jetzt: 

F(t) = FiO) + r{0)l + F'\0)^+F^-(0)^^+ ... 

Bei der Bildung der Funktionen F\ F" u. s. w. ist es zweck- 
mässig, x-\-rt=^u, y + st = v zu setzen, wodurch F(t) in 



d 14 
f(uv) umgewandelt wird. Zugleich ist -Ti'=r^ 

die höheren Differentialquotienten verschwinden. 

F{t)=auv) 



dv 



dt 
So ist: 



= 5, und 



F" (0 



Vf (du 
8w 



(s)'+ 



"duU dt dt^lv*\dt) 






+ 3 



SY dM/d« 



u. s. w. 






\dt) 



+ 



+ 



8«' \dt) 

Setzt man < = 0, so geht f{uv) in /(a;y) über und ebenso ver- 
wandelen sich die partiellen Differentialquotienten von / nach « 
und V in die entsprechenden Funktionen nach x und y. So 
entstehen die Werthe F{0\ F' {0), F" (0) u.s. w. und es gibt: 

V , ^f 1* , r^Y .,o 8Y ,8V 



F{t) = f(xy)+^ 



8a;*" + 8y*Jl ' 18« 



Ji LSif ^x^t/ ?v" J1.2 



+[ 



8Y 



r* + 3 



8Y 



8a:' ?y 



r's + 3 



8Y 



rs' + 



8Y 
82^' 



.1 f 

J r. 2 . 



8x8«/' 
u. s. w. 

Werden nun für F(^), rt, st die Werthe wieder gesetzt, die 
sie vertreten, so ergibt sich: 



/(^+?, y-h>?)=/(^i^) + (|^S + 5^ 



''l + ß 



+ 2 



8Y 
8a;8^ 1.2 ' 8y 



5" .8'/ V 



+ 3 



8Y Vv 



^x'^y 1.2.3 



+ 3 



8Y SV 



8Y 

8 a;' 1.2.3 



«M . 2 , 3 



+ 



+ 



8Y 



8«8yM .2.3 ' 8^ 
u. s. w. 



1 . 2 . 3j 



(39) 






-^ 









■y^i 






V.'VJ 






■*?, 
V* 



f 



Wird darin j: = und j/ = gesetzt, so erhält man die Keihe 
für f{^v), welche in die Reihe f{xy) iiberjjeht, wenn £ mit x 
und 1? mit y vertauscht wird. 

Aufgaben, 

452) Wenn f(xy)=x' + xy' ist, so soll /"(ar + l. .v + u) all- 
gemein entwickelt und dann S = 1, >; = 2 gesetzt werden. 

f(x+l,!,-i-2) = ix'+i,'jr]+[3x*+y*+4xy] + [7x+4y] + !}. 

453) Gegeben ist f{xy) = sin x cos y. Es soll /'(x + Ä, y + 3) 
in eine Reihe entwickelt werden. 

f{x+ S, y -\-!l) =siuxcosy + cok(x + ^) ■- — 

— 2sm{x+>,)^-^—ic<is(x + i,)r^~^-^ 

454) Es soll die Funktion a'l{l+ y) in eine Reihe entwickelt 
werden. 

Mau lässt X in {x + ^), ym{n-\- v) übergehen, entwickelt 
die P'unktioiieu nach Potenzen und Produkten von % und ij, 
setzt dann in den als Koefticienten auftretenden Differen- 
tialquotienten a; = und i/ = und vertauscht hierauf 
5 mit X und ■» mit y. So erhält man : 

aH{\-\-p)^!,-\-x>jla-^y'-\-^{Uy~^la-\-y'-{- . . . 






Integralrechnung. 












Unbestimmte Integrale. 

§. 1. Die einfachen Integratformeln. 

Die Integralrechnung hat zunächst die Aufgabe zu lösen, 
zu einem gegebenen Differentialquotienten die ursprüngliche 
Funktion wieder herzustellen, oder allgemeiner, zu einer gege- 
benen Funktion f{x) diejenige Funktion F{x) zu finden, deren 
Differentialquotient f{x) ist. Wir nennen dann F das Integral 
von f und sagen : 

f{x) dx = F (x), wenn ^^^ =f(x) 

ist. Da nun der Differentialquotient von jF unverändert bleibt, 
wenn eine beliebige Constante C zugefügt wird, so sind zu einer 
vorgelegten Funktion unzählig viele Integrale möglich, doch 
können ihreWerthe nur um eine Constante verschieden sein. 

Eine Anzahl einfacher Integralfoymeln wird erhalten, wenn 
man die in §. 1 zusammengestellten Differentialformeln kurzweg 
umkehrt und schreibt: "" 



I 



n 



l adx^==^a 



x+C 



2) {ax-dx^^^^ + C 
8) {^dx = lx+C 
4) 1 e''dx = e''+ C 



;!' 



"'Ai 



f. 

. 'LI 






:i 



7) 1 ZQ&xAx = %mx-\- G 

10) i j— j— }i3; = arctg3;+ Cs= — ai-c cotg 3; + C, 

1 1) I -. üx = are sin a: + C = — arc cos 3; + C, 
J Kl — ^ 

Shirt ti und v Funktionen von x, so ist ^" ^'-^ = «' + t/, 
und daher muss umgekehrt: 

Sin' ^ v-)äx = n-^ v^ S^' ^^ ■\- S^ Aoö 
sein, oder: Eine Snnime integrirt man, indem man 
jeden Theil integrirt. 

Ist a constant, so ist d (a . m) = o . u' und darum auch : 

/a .u' d,x^a.u^a fu' d x. 

Ein constanter Factor unter dem Integralzeichen 

darf vor dasselbe gestellt werden. 

Aufgaben. 

Die beliebige Constante ist den Lösungen nicht zugefügt. 

15) J^=2|/S 

16) \i\fx'—iVlc' 



V, w.» 
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/ 



indem sich 



,^ \ [a + hoc) dx^ax^ — , oder =^^ — ' 

beide Werthe nur durch eine Constante unterscheiden. 
J^) {(hx^-'ßx+3'--+-^ax = ^ — 3x'+3x — 2lx—- 

I \ X X / ö X 



y 



,21) [(3 + 2 v^^'dx = 21 X + ^x5 + 24 x^ +,^x 
23) f 



3 + 5 v^;z?* 



4- 30 v^. 



Die Methode der Substitution. Sieht man, dass die 
Funktion unter dem Integralzeichen ein sogenanntes vollständiges 
Differential, d. h., der Dififerentialquotient einer einfachen und be- 
kannten Funktion ist, so kann das Integral sofort hingeschrieben 
werden. Gewöhnlich muss aber diese Form, wenn sie überhaupt 
möglich ist, erst durch Transformation herbeigeführt werden, 
indem man x = cp {z) setzt und den gegebenen Diiferentialquo- 
tienten nach x in den Differentialquotienten der nämlichen Funk- 
tion, aber genommen nach iz^ umwandelt. Es hat dlfes auf fol- 
gende Weise zu geschehen : Wenn y = f(^) und z = (pix) ist, 

. ^ dy dy dz , dy dy dx t^ •^ t ^ i 
so ist -r^ = 3^ • 3— , oder V^ = 3^ • 3— • Bei dem Integral 
iix dz dx dz dx dz 

y=\f{x)dx\^i ;r- == fi^)- Wird nun x = (p{z) gesetzt, so 
istg=A0(.)].gund: 

y= ^f(x)dx=^f[<(.(z)] -'^dz. (1) 

Die Anwendung dieser Formel soll an einigen Beispielen er- 
läutert werden. 



r dx 

2i) y = \ (a -\-bx)'^dx; a + bx = z, j- 



1 



.'5 >.; 
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6 J ^^ w 4- 1 ( 



+ hnr)^-^' 



{n + 1) ?> 
J z ^ 



4^j = jVa 



dx 2z 



-{-hxdx'. a + bx = z^. -5— = 



y^'^-^,^dz = l.'j^l-^V{a + bx)\ 



f% 



i-ZK' 



if't 



^T)y = J' 



>inx 



, dx l 

dx: mj? = ^, -7— = — 5 

^ dz m 



y = — I c^dZ'= — = 
^ m J w^ 



>mx 



m 



28) ?/ = 1 ^-i — 2 dx\ x = az. Statt nun zu setzen : -=— =a, 

-^^ J « + ?^ dz ' 



ist es gebräuchlich zu schreiben: dx = adz. 



to 



y 



= - I -zr-x — ^dz = -^ arc tgz = - 
a J 1+ z^ a ^ a 



y 



29)y=Jsi 



arc tg - 
a 

1 



sina^rtii»: ax = z, dx = —dz\ 

a 



y 






• ^ 1 1 

sm -sf a^ == cos ;e^ = cos ax, 

a a 



30) ^=J 



1 



dx 



J- 



1 



dx'^ 



x'+4.x + b'^'^ J{x+2y+l 
y ~ I 21 ^'S' = ^i'c tg ^ = arc tg {x + 2). 
Die theilweise Integration. Sind w und t; P'unktionen 
von X, so ist -^^— = v.u*-\-u.v\ und daraus folgt sofort: 

dl X 

fv.u'dx-{- fu ,v*dx = u,v, wofür man auch setzen kann : 

l II .,vUlx =^u ,v — \v ,u* dx. (2) 

Diese Formel hat folgenden Sinn : Soll ein Produkt u . v\ dessen 
einer Factor v' ein vollständiges Differential ist, integrirt wer- 
den, so integrirt man zunächst nur diesen Factor v' und bildet 
aus dem Integral v und dem unveränderten zweiten Factor u 



\ 



i^ 



^ 



TS 



/ 
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das Produkt u,v\ dann wird u differentiirt, das Produkt u\v ^i\ 

gebildet und fv.u'dx von u . v abgezogen. Durch dieses Ver- 
fahren wird nur ein TJieil des ganzen Integrales fertig erhalten, 
während der andere Theil sich noch unter dem Integralzeichen 
befindet. Ist dieses übrig gebliebene Integral fv.u^dx aber 
einfacher als das gegebene, so ist die Methode zweckmässig; 
besonders ist sie dies "dann, wenn durch wiederholte Anwendung 
das zurückbleibende Integral immer einfacher und schliesslich 
auch in ausführbarer Form erhalten wird. 

Geht u in eine Constante a über, so ensteht: 
f a . v^ dx = a , V = a J v' dx . 

Wir lassen zunächst zu (2) einige Beispiele folgen. 

fx^e''dx=x^e''—3fx^e''dx; fx^e'^dx=x^e''—2fxe''dx; 
jxe^dx^=^ xe"^ — Je^dx^=xe^ — e^. Stellen wir nun 
noch das Ganze zusammen und addiren: 

fx^e''dx= x^ e^ — Sfx^e'^dx 

— Sfx^e''dx= —Sx^e^+ 2.Sfx€''dx 
2.3fx e''dx= 2.3^e^— 1 .2.3/e^ dx 
-1.2,3 fe'^dx =-1.2.3e^ 

fx^e'^dx = 6^ {x^— 3^'+ 2 . 3x — 1.2.3). 

32) r^*(l + -^)'^a; = ^(l + ;r)^ — I (.v'{l + xydx; 
{x'(l + xydx = j(l + xy—^ {x'(l + x) dx; 



I 



a /■■• I \ 1 <^ , t/U 

X 



(l + x) dx = — + -; 

^) I a? . cos X dx = X sin x — \smxdx = x sin x + cos x, 

34) I cos* xdx= I cos X . cos X dx ^= cos X sin x + 
4-/sin* xdx = sin x cos x -}- f{\-~ cos* x) dx; 



'a-^ 



Zr^ 



K^^ 
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2fco&^xdx=^ sinxcjosx + /l »dx; 



*«C'.. ' 



5!< ^ 






■ X: 



'♦ 



r^- • •• 



'%, 



SSCr 



J 



COS* X dx ^^ -^ sinx cos X -{' - 



/ 



3^) \ sin^xdx = ^ — -smxcosx. 
2y = —x l/l — a;* + arcsino:, 



x — ij; 



li 



ä;' 



a: 



1 



dx='-':^Vl —x^ + - ^^^ s^^ ^• 



1 



:a; — - 



i)- 



]/l-X 

_37) r-Zir(?a; = (?^)'- \-lxdx\ \-l^d 

C x^ \ C x^ / 

^38) \x''lxdx = — lX'--^\x^dx = — \l 

^39) raj'cos;rdii? = a?*sma; — 2/a?sma;da; 

J'a:; sin ä; d:r = — ic cos x + /cos ^ flf :r 
Jx^ cosxdx = (ir' — 2) sin :r + 2ir cos ^r. 

40) l e* sin ic da; == e^ sin a? — /e* cos ^ d j? 

/c^ cosa; dx = e'^cos o? + /e^ sin ä; (irc 

Durch Addition und Subtraction entsteht: 



^ = I (^^)^ 



41) 



1 



e^ sin a; da; = 2" (sin o; — cos x) 
e^'cosxdx^- e^ (sin x + cos a;). 



arc mixdx^=x arc sin 



ino; — l 



X 



dx = 



I 



mä.=in.)-ic 



V\-x 

= X arc sin a; + ^^1 — a:'. 

(3) 



ist nur die Umkehrung von Aufgabe 195 und heisst in Worten: 
Ist der.Zähler eines Bruches der Differentialquo- 



£X ■> 
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tient des Nenners, so ist das Integral des Bruches 
der natürliche Logarithmus des Nenners. 



43 



.44 



45 



46 



47 



1 r-i dx = — \ r— ; dx^=-l(b + ex) 

jb + ex e jo-\- ex e ^ 

C »""* 1 

]a-\-bx^^ nb 



dx = Z(c*+ a) 



e^ + a 



I 

fcosic, . . * 

J smx 

C sin X 1 

I — ri dx = — r K^^ + * cos x). 

j a + bcosx b ^ ^ 



§. 2. Integration rationaler algebraischer Brüche. 

(p{x) 



■ 



dx. 



ax-\- b 

Nachdem durch Division mit dem Nenner in den Zähler 
der Bruch in einen ganzen Quotienten und einen Restbruch, 
dessen Zähler die Variabele nicht mehr enthält, zerlegt ist, wer- 
den die einzelnen Theile integrirt. 



Aufgaben. 



A^^ riO^*-17a;'-24a;*+16a;-14, f/ s. •, ,, ^ I \ 



dx 



5 a;* 



4:X' 



1 



, 49) J-- 



4 +^-^' 4-3^^ + 2^20;- 5). 



-6a;''+13a;'-10a; + 3 , x* ix' , 5«' 



^_2 dx=^^-—+—+3l(x-2). 



^, C2x''-^7x'+ix+2, x" , , , Sj/o , o^ 

51) r|^da; = a; + (a-ft)i(ic+6). 



.^^'J 



12-28a:4-17a;'-10a;' 



2ic' 3^' 



1^5.; d.: = ^— 2- + 5.--m-5^). 

Steht die Variabele unter einem Wurzelzeichen, so ist der 
Ausdruck zuerst durch Substitution rational zu machen. 
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rX 



Jl^ 






:^: 



!^?^- 



F.v<f 






'«Jirk^'-^JiTT''' 



wenn e 



Vx; 



54) 1 ^ (^a; = 10 J/x — 20 i (2 + Vx). 

Jh . 

+ « — 2 l/« + 2^(1 + 1/^ 
dx. 



55 



«' 2 . /-. , ^' 2 



+v7''=^-i''''+i-l^-+ 



I 



^(^) 



Wenn der Zähler von höherem Grade ist, als der Nenner, 
so scheiden wir durch Division einen Quotienten ab und inte- 
griren denselben (ilied flu* Glied. Das, Integral des noch übri- 
gen Eestbruches hat im Allgemeinen folgende Form: 

mx -\- n 



j 



dx. 



x'-j- 2ax + b 

Zunächst lösen wir die Gleichung: x^-\-2ax + b = 0, nennen 
die Wurzeln « und ß^ setzen x^-^ 2ax-\- b = (x — a) (x — ß) 
und unterscheiden 3 Fälle. 

1) Die Wurzeln a und ß sind rjeell und verschie- 
den. Der Bruch wird dann in Partialbrüche zerlggt wie folgt: 



mx + n 



mx 4- w 



+ 



B 



x'^ -{- 2ax+ b (x—ay{x — ß) x — a x — ß 
Die Zähler A und B sind nun so zu bestimmen, dass die Glei- 
chung identisch richtig ist, d. h., dass die beiden Seiten für jeden 
beliebigen Werth von x gleich sind. Wir setzen: 



mx -\- n , B{x — a) 



x — ß 



x-ß 



Auf die nändiche 



wählen x = a und finden — = A. 

a — ß 

Weise findet man auch JS; doch kann JB auch aus A daduixh 

wiß-^-n 



abgeleitet werden, dass man a mit ß vertauscht. J9 = — 

ma + n mß-^n 

mx -f- 71 a — ß a — ß 

(x — a) {x — ß) X — a X — ß 



a 



ß 



^■^ -f'^V^V^"- 
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I 



mx + n j (ma + n)l(x—a)—(mß + n)l(x—ß) , 



Aufgaben. 



'-^) { , ,^'t^^_ ydx = 3l(x-5) - 2l(x+ l) 
, 59) j ,4l^^- 18 ^^ = i K^ + 6) - f U.- 8) 






a;' + x-~12 



dx 



Sx 






3x^ 6^^ , 



+ 3j?^ 



— 2x^ f 6:r*— 6a;^ + 3Z(^^ — l) + 9Z(a;i + i) 
Setze ^"^ = z 



1 ,a;+l — K2 



X- 



ö2) I -^^ ä dxr=Tr-i — \ — 

^ ) x' — a^ 2 a x\-a 

63) J^.^.2^_c'^^=J(x+l)^-2'^'^ = 2l/2 '^ + 1+1/2 

.04) I -^. — r.(iic=l-2 — ?^-^T2 ^-^^t;^ — '^ — i '-' ' 

"^ Jx'-i-a^ Jx^—{aiy 2ai x-\-ai 

Es ist aber aucli bereits gefunden: 



i 



1 , 1 , X 
2 7—72 dx = - arc ig - 



X -\- a" a a 

und da wir wissen, dass zwei Integralwerthe der nämlichen Funk- 
tion nur um eine Constante differiren können, so ist es gestattet 

zu setzen : —-. l — ; : = arc tg - + C. Wird diese Formel 

2i x-\- at a 

zur Verwandlung von Integralw^erthen benutzt, so. kann die Con- 
stante in die allgemeine Constante des Integrals aufgenommen 
und in der Formel vernachlässigt werden. Setzen wir nun noch 
X — p für X und q für a, so entsteht die Formel: 



■*a^ 






y-L 



\-*j 






.*■« 



-'<i 






.?«-N 



■ >• *^ 



die bald Verwendung finden wiixl. 

2) Die beiden Wurzeln « und ß sind reell und 
gleich. r>aun iiijnnit die Formel (4) die Fonn § ^^ "nd er- 
hält ilireii wahren Worth, wenn man Zäliler und Nenner nach 
ß diflerentiirt und dann ß = a setzt. So wird gefunden : 



Cmx -\- n 



dx=-~ 


mlii-ß)- 


mß + n 
x-ß 


— 1 


_ 



-mUf-a)- 



(6) 



Will man dirae Fonnel direkt ableiten, so setzt man: 
■ mx + n ^ A li 

(^_«)' (^-„)^ + (:c-«j' 
oder mj; + n ^ A -[■ B {x — «) und findet B = m und 
A^mu -\- n. Die beiden Theile sind dann leicht zu integriren. 
Man könnte auch so verfahren: 
Cmx_+n m CMx^«) , [ m«+« , 






m) 






= 3 ; (x + 2) + : 



3) I)ie beiden Wurzeln « und ß der Gleichung 
«'-f 2«ic + J = ü sind complex und von der Form: 

a=p-\-qi, ß=p — qi. 
Es ist dann p= —a, H'=Vb — a', und Formel (4) gestaltet 
sich, wie folgt: 

c + H j r wa: + H 

.^ "~ J (^ — jP-sOf^ - i' + 2») 
_ {m {p + gi) + h) l(x-~p — qi) — {m(y-gi) -j- n) Ij^—p—qi) 



[" mx -f 



^ dx 



s . •,»- 
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m 



mp + n 1 TX—p — qi. „. , , ... , .. 

= 'TT' ^ I - + -7^l{x — p — qi) {x—p-\-q%) 

q 2% x — p-^qi, 2 ^ ^ ^ ^ x • ^ / 



— l(x^+2ax + b)-\ — ^^—^ — arc tg 

2 \ • g q 



(7) 



Uebrigens kann diese Formel auch direkt entwickelt werden. 
4- n T mC 2x4'2a , ,f n — am , 






^ 7/ 2 I r» I l.\ I 1 ** «^ 



eiic. 



Da nach der Voraussetzung yb — a^ reell ist, so ist die Sub- 
stitution (a + ») = -0^ Vb — a^ möglich und wir erhalten : 

f n — am ^ n — am f 1 , n — am 

IT — i — \2 i /r 2\»^=77= 1 2 , ., a ^ = , . = arc tg >g. 

So findet man schliesslich: 



I 



ma?4-w -7 W7/2.0 i7vr*^'~ «^ X ^ + a 
a;r= — Z(i»^+2a.r+&)+ , ^^ .^ arc tg 



x' + 2ax + b^'^ 2"^-^ ' --^"^ ' ^' ' |/j_.e,'^ ^|/6^^' 

Diese Formel stimmt mit (7) überein , weil dort 2^ = — a , 
q = Vb — a^ gesetzt ist. 

Aufgaben. 
^^ J ..2^ o.. ^ iA ^^ = ZK+ 2w + 10) — 4 arc tg ^ 



e«)j„-^ 



«*H 2i*+ 10 
w — 20 



, »''I 



8w+25 
3 2^4-4 



- df w = Z (m* — 8^l 4" 25) — 4 arc tg 



3 
u — 4 



w'+4m4- 8 



c?^ = I Z (t^* -|- 4i* + 8) — arctg 



3 

w4-2 



""J'jy ■*»=«'(»•- " + '^',7T^ 



71) J 

72) J 



J±^<i« = J!(«'4 8) + 2l/3 arctg -|: 



6w 



«*'4-4m+13 



(Zm ==^ 3 Z (w' + 4t* + 13) — 4 arc tg 



u-\-2 



73) 



r 10 



u 



44 



4w + 20 



du = 61 («*'— 4 w 4- 20) — 6 arc tg 



3 
u—2 



^^^ J 5«?in[2^^ = i^-^TS K60 arc tg wK5 



■^ 









/ . 



' ■ Ä^ 



1. •>: 



.Jt-5, 
' ,3 



'm 



:•<■ 



ü 



6 J. .(. '^M = 2Uw'— 6m+ 10) + 7arctg(M -3) 
atioii eines Bruches von der Form: 

) (t,,a;'°+ 0,37'°"' + «,3^°-°+ ....■■+ «m 

i"~ , . f- 6^ T" ' + fe, 3;»"' -i- + 6n 

n^auSi^eset/t (i iss jm < m ist. Sollte diese Bedingung 
gegebeneu Biuche noch nicht ei-fullt sein, so kann 
I)i\ision mit dem Xenner in ilen Zähler entsprochen 
''or allem \ndeien nmss nun der Nenner in Binoniial- 
xiegt und flai-um die Gieichung; 

■ = x'' + \x«-'-\- 6,a;"-'+ +6b = 

ferden. Wir haben 3 Fälle zu unterscheiden, 

e Wurzeln «., «„ «„ sind verschieden. 



'x) = (x-a,){x-a,) ix-a„) 

i^_ -pM 

» (ic— a.)(a:-a,) U~«„) 

X — or, X — «, ' ' ' X— a„ 
iner dieser unbestimmten Zähler A, z. B. J,, eiinit- 
II , so multiplicirt man die Gleichung mit {x — «, ) 

hier A so bestimmt werden müssen, dass die Glei- 
jeden beliebigen Wertli von x riclitig ist, so darf 
\ gewählt wenlen. So tindet man: 

. £K) 

^' -(,,-„,)(»,-«.).... («,-«.) 

alle übrigen Zählei' A auf die nämliche Weise be- 
irdeu können, bedarf einer besonderen Erläutemng 




; / 






^if ^*'-i-. ^sr.^^-"™-" i??^s*^r;rjr*7«j 









r I 
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nicht. Sie gehen auch aus A^ hervor, wenn man nach der Reihe 
die einzehien Indices mit 1 vertauscht. So ist allgemein: 



A.= 



9^(«p) 



(8) 



"^ (Ofp — orj (^«p — OfJ . . . . («p Ofn) 

Dieser Formel kann eine etwas andere Gestalt gegeben werden. 
Es ist nämlich der Nenner von A^: 

[(a?-orJ...(ir-ap-i)(^-ofp+i)...(;r-an) 1 =1 ^-^ 1 
Jaj=ap L^-apJa?=ap. 

Da aber (x — «p) auch Factor von f(x) ist, so nimmt die rechte 
Seite für x= a^ die Form § an und muss der eigentliche Werth 
nach §. 9 ermittelt werden. Wir finden für den Nenner: 



Beispiel: 



(p(x) 7^2^7^—176 



a^) 



X' 



9;rH 6rz;+ 56 



«. 



— 2, «2^=4, «3=7; /''(.r) = 3a:'— 18rz: + 6 
<p{x)_ A, ^ A, ^ A^ 



f{x) a? + 2 X — 4: X — 7 
^1 ^'(__2)~ ' ^""/*'(4) ' ^ """/'' (7) 
f{x) x+2'^ x--4:'^x — 7' 



C 1 r^ A- 1 T 17ß 

Aufgaben. 



Jl 1 1 

^^. fl0te'+40i^'+ 40t*+6 
82) J^^r:^ 



t* 



u^+ \\u'+^u 



du = lu+2l{u-\-l) + 

+ 3Z(w + 2) + 4?(ti+3) 



- vj 



••f- 



■.»':.•' 



;'^»i^ 



::.-M 



v..' 






■ W-- 






• -''43 



■■«;t 



\ iJ-cii 



■«'-rt^ -"^-^ij?*? 



.1V 



.V. 



^.'t . 
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K'Ö 



83) 



I 



17«"— M — 26 , 5 ,. ,\ 4 ,, , ,. , 






- 270t. + 053 ^^^ 



W^- 



3u+ 3 



w ■ 



£»•;■' 



»:?v 






85) J 

aa\ r 5m'— 7aM + lla' , 9,. . ,_,. , . , 



+ f K^-3a) 



^ -f^ Q^\ r2w*+ 12aw'— 8a^w— 12a^ , ,,2 2x , o7«*--2a 

fe^ 87) I -r-2 27-7-2 — 7-77 du = l(u^—a^) + 3l , ^ 

^ J (w^— a^) (*e*— 4a^) ^ ^ ' w+2a 



1"^' /^,, r2w* 

r-' A 08) — 



--lOw'4- 21w'-20w + 5 , 2e** 



u^—3u+2 



2u^ + 6u + 



+ l(u-2)+2l{u-l). 



Wenn sich unter den Wurzeln a^, «2 . . . «„ auch complexe 
W^erthe befinden, so müssen diese paarweise conjugirt vorkom- 
men und die Form haben: a=^ + gi, ß=p — qi. Die Zer- 
legung in Partialbrüche lässt sich dann immer noch auf die 
nämliche Weise ausfüliren, wie an Beispielen gezeigt werden soll. 

(p(x) 2x 2x 



f {x) {x' + 1) (x^ + 3) {x-i) {x+i) (x-ri) {x + riy 



= K3 



(p{x) _ A^ 



= i:^. + :rT-.+ 



-.+ 



A, 



f{x) X — i x-\-i X — ri x-\-ri 



' /'(«) 2 



_ <p{-%) _\ , _ <p(ri) 1_ 






i) 2' ^ 



f'(ri) 



2' 



ri) 



f'(-ri) 



1_ 

2 



<p(x) 



= -^-. + 



1 

2 



1 
2 



1 
2 



I 



/"(«) « — i x-\-i X — ri x-\-ri 
"^dx =^^-[l{x-i)-[-l{x^-i)]-\\l(.x-ri) ^-Kx + rij]^ 



= i?(^'+l)-^«(x'-rV). 



■■^>" 



^ r ' 



•:!'-•""' '?• 
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89) 



J(^= 



2x 



-f l)(a:'+3) ^^~2 ^c^+3*' 



fix) {x^— 4.x + 29) {x''—2x + 5) 



^. 



= ^^ 1 

X — 2 — bi X — 



:^ + 



A, 



7 + 



A, 



2 + 5« ' x — \ — 1i ' x — l + 2i 
_ <f(2 + 5i)_ _ '?>(2-rn-) _ 

•~/'(2+5i)~ ' ^»~/-'(2 — 5i)~ ■'"^' 

_ '^(l + 2i) _ _ <j>(l-2t) _ 



<Pix)_ 2 — 3i 



a; — 2 — 5i X 



2 + 3i 



-.+ 



3 — 4i 



? + 



3 + 4i 



2 + 5i ' a;— 1— 2i ' x—l + 2i 



\%T^äx = (2 — 30 ? (« — 2 — 5i) + (2 + 3i) Z (a; — 2 + 5 i) 
♦^ 1^^^ + (3 — 4i)Z(a; — 1 — 2i) + (3 + 4.%)l{x— 1 + 2i) 

= 2Z(a!-2-5i)(a;-2+5i) + 3;(a-— l-2i)(«-l + 2i) 
„.,« — 2 — 5i , .,x — 1 — 2i 
rc— 2 + 5» a: — 1+2« 

Multiplicirt man die Factoren aus und wendet auf die beiden 
letzten Theile Formel (5) an, so gibt es: 
10iB'+110a;4-400 



90) f 



(x^ -4.X + 29) (x'— 2x'+ 5) 



dx = 2l{x^-4tx+29) 



+ 3Z(a;'— 2a:+ 5) + 6arctg^-^ + 8arctg%-i. 

Wie die complexen Wurzeln nur paarweise conjugirt in der 
Form a=p'}- qi und ß=p — qi vorkommen, so sind, wie die 
Beispiele zeigen, auch die entsprechenden Zähler von der con- 
jugirten Form A-\- Bi und A — BL Dies erklärt sich leicht 
so: Wird a;° = (^ + 5' 0" entwickelt, so hat das Resultat die 
Form P+ Qi, indem in P die Glieder der geraden, in Qi die 
Glieder der ungeraden Potenzen von i zusammen gefasst sind. 
Es können sich aber die Glieder der Entwickelung von 
x^={p — gi)» nur durch das Vorzeichen der ungeraden Poten- 
zen von qi, resp. von i, von den Gliedern der vorhergehenden 
Entwickelung unterscheiden, und wir dürfen kurzweg {p—qi^ 
= P — Qi setzen, wenn wir wissen, dass (p + qiy^= P + Qi 



' te.i 



\ . 



'SM 



;•" »i 



"^t 



rt<!T 



•• ''^ä 






:J^ 



ö*-*. 



' s^ 



i^ 






rJ>-i 



^.-'i 









1^^ 



fm. 
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ist. Das Gesagte lässt sich leicht auf eine Summe solcher Po- 
tenzen von X übertragen. Bezeichnen wir zwei conjugirte Zähler 
durch A^ und J,, so ist: 
. qf>{p-\-qi) u-^-vi {u-\'vi)(r—ti) __ru~\-tv rv—tu . 



rv- 



tu. 
f. 



. (p{p — gO u — vi (w — vi){r-\-ti) ru-^-tv 

^"^ f\p—qi)~'r^^~ {r — ti){r+ti)~ r^ + t^ "" r^ + e 

Obgleich sich auf diese Weise die eine Hälfte der complexen 
Partialbruchzähler aus der anderen von selbst ergibt, so bleiben 
doch die auszuführenden Rechnungen immer noch so umständ- 
lich, dass in den meisten Fällen eine andere Art der Zerlegung 
den Vorzug verdient. Werden nämlich zwei solche Partialbrüche 
addirt, so verschwinden die imaginären Theile und die Summe 



ist ein Bruch von der Form 



zu integriren. Wie man die Zähler findet, soll an Beispielen ge- 
zeigt werden. 

cp{x) 8^' — 29^+61 A , mx + n 



+ 



fix) (^— 1) (:r^— 6^+13) ^— 1 ' x'—ex+l3 

Dieser Werth wird sofort benutzt. 



A=m-=ro. 



8x^—29x+ 61 



— 5(^'— 6:y-f 13) + {mx + n) (x— 1) 
(cT- l){x^-ßx+ 13)"" (x — l)(x^—6x+iS) 

Nach dem Satze von den unbestimmten Coefficienten ergeben 
sich aus den Zählern die Relationen: 8 == 5 + m, 61 = 65 — n, 
oder m = 3, w = 4. 

(p(x) 5 , Sx + 4: 



91) 



J 



f{x) x — l'^ x^—6x+ 13 



8a;^— 29a;+61 
(x—l){x'—ßx + lS) 



dx = 6l{x-l) + ^l{x''-6x+l3) 



,13 ^ x — S 
+ y arc tg -y- 



1 



mx 4* w 



fix) x'+x' + l x'+x + l 



+ 



rx + t 



x — a; + 1 

Nachdem die rechte Seite gleichnamig gemacht ist, werden die 
Zähler gleichgesetzt. 



i 



W*. 









.S" 



W r*' * 
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1 =(ma:-f w) (x^ — x+ 1) + (rx + t) (x^'\-x+ 1); 
1 _ i^ + i -2^- 



1 

2 



x'+x'+l x'+x + l 

x' + oc + l 



x'—x + l 



92) (*;^r:p^^-=i? 



a;' 



+ TTT^arc tg —TT?— + 



«+1 21/3 

+ 



1 



5)3) Ct-^ 



+ 66a;+21- 



2|/3 



1/3 
arctg 



2:r-l 
1/3 



-> Ji^: 



;r'+4a;+29) 



5^+2 



diz:=aü(a;--l)+6Z(iz;' + 4^+29) 

,42 ^ x+2 

+ — arctg — ~- 

5 

17 



1 , ä: 

— arc tg 



7|/3 



1/3 



95) j 

„^, f 2a;° + 28a;'-257a; + 531 ^ » ,. , ,„ , ^o^ l 
^^'^ J (^'-16^+69)(:r'-6a:+16) '^^==2^^^ -160^4-69)+ 



5 



a; — 3 



2. Die Wurzeln a^^ a^ • . • • «n sind alle gleich. Dann 

heisst das Integral: 

(p {x) 



I 



dx. 



(x — a)" 

Die Zerlegung in Partialbrüche ist in diesem Falle nach dem 
folgenden Schema auszuführen: 



(p{x) 



An 



t- 



{x — of)° (x— ay {x — a) 






{x — a) 



Durch die Substitution x — a = -, oder x= , geht 

diese Identität in die folgende über: 

Wird die linke Seite ausgefülirt, so entsteht ehi Ausdruck, wel- 



■:if9. 



\-'} 
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eher der rechten identisch gleich ist, und wir lernen so die 
Werthe der A liennen. 

r)»'— ll»'+5« + » _ A, A, A, A, 

(«-1)' (»-l)' + (»-l)'+(«-l/ 






d!i*—2z^-^ie'+52 = A,z*-i-A,g^+A,s^+A,z. 
Daraus entnehmen wir: ^,^3, ^,= — 2, ^,^4, ^, = 5; 

5»'-lll.' + 5» + 4 3 2 4 5 

(»-1)' («-!)' («-l)- + (i.-l)' + «-l' 

f f.«'-ll..'+ö« + 4 ^._ 1_^ 1_ _4_ 

'J («-!)' " (._1)' + („_1)' „_1 

+ 5!(«— 1). 

""'J (f:=W iJ» = 2i(«-3)-^^— ,- 



(w— 3)' 3(m — 3)° 4(M — 3)* 5(m — 3)* 

,A,^ f6»" + 89li' + 438M + 719 , 4 1 

'''^ y (. + 5)- '^ = -307+5?-^ ÖTW^ 

+ j^ + 6 i (m + 5), 
Wenn der Zähler ein einfacher Werth ist, kann auch die 
theilweise Integration Anwendung finden. 

102) L°(M-a)-Pdw^- ""'"~"\"''^' +-^r»"-'(M-tt)-pt'dw 
J P — 1 P—^J 

J'.(„-.)-Ä«=-!i(t=it; + ij(.-„)-d» 
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m 



^r.A\ Cu^+a^u—a^ j , , a^ 4a^ ,07/ x 
104) l — 7 -T—du^iu—a)—-^, 72 \-^al{u—a), 

^4 



10 



106) 



(a-\-bu) 



I 



u 



du^== — 



2b(a + buy b\a+hu) ' b 



+ T3?(«+^W). 



(u'+i){u'+^) 



du 



41 



(u'+l){u'+i) 



_i r 4(w'4-i)-(M'+4) , .1 r 

-3J (m^+1)(m«+4) ""^ 3J 



du = 



wH 4 



rfz* 



1 f 1 , 2 , «^ 1 

3. Die Gleichung /(^) = besitzt die gleiche Wurzel a 
pmal, die andere gleiche Wurzel ß rmal u. s. w. und ausserdem 
noch die einfachen Wurzeln /, ^w, . . . . a. Es ist dann: 

f{x)^={x — a)p(a; — ßY , . . . (x — l){x — /t) .... {x — a). 



/ {x) {x — ay ' (:r — a)P 



"*" +7r^%;m + 



■ -Bt I -Or-1 1 



(a;-;S)' (a;-/S)' 



• • • * • 



+ 



A. 



+ 






+ 



+ 



M 



+ 



+ 



S 



X — l X — [l ' X — ö 

Die Zähler ^p, Br u. s. w., sowie die ganze Reihe Z, M . , . S 
können nach Formel (9) in bekannter Weise ermittelt werden, 
dagegen ergeben sich für die übrigen nach dieser Methode un- 
bestimmte Formen. Wie sie gefunden werden können, soll an 
einem Beispiele gezeigt werden. 



9x*~3x^ 23ir'+30^'-l 



^4 I ^3 , -^i 

>4 • / -1x3 T 



I A ^ (> (x) 



(a:-l)*(:r+3) (^-l)*'(^-l)''(a;-l)"^-l ■ ip(x) 

i>{x) 



wobei der efrösseren Allsiemeinheit wegen unter 



V C^) 



die Summe 



aller Brüche verstanden werden soll, welche (x — l) nicht als 
Nenner besitzen, in unserem Beispiele nur noch ein einziger 

Bruch mit dem Nenner ic + 3. Die Substitution a? — 1 =-, 

1 + ^ 
oder x= , führt zu der anderen Form: 






,..^^'- 



•.y* 






. ^.>"^55? 









■■^^ 



■m 







{tioiieii (1 und ip sind in ^ von der 0"" Dimension. Nach- 
•ch Multiplication mit der geeigneten Potenz von e in 
< die Nenner beseitigt sind, ist ihr Grad gleich hoch 
Quotient von der 0'™ Dimension, so dass keines seiner 
mit einem der vorhergelienden Wertlie vereinigt werden 
wenn man die Division auch noch ausführen wollte. 
3 Division auf der linken Seite ausgeführt, so gelangt 
der identisclien Gleichung: 

II daraus sofort die Werthe .4.= 3, A^=2^ ^,=^5, 
entnehmen. Wird in den Übrig gebliebenen Bruch, hier 

wieder z 



)ekannt gewesene Funktion -^-^ gefunden. Enthält der 



'ff)' 

p{x) noeli weitere gleiche Factoren, so ist das ange- 
erfahren zu wiederholen, im anderen Falle wird -- . ^ 
ihnliche Weise zerlegt. ^ 

'-23j'+3Qx— 1 _ 3 2 5 7 _2_ 

a:*— 3a:'— 23a:'' +303: — 1 . 



-3,x = 



(»-!)•(« + 3) "" (x-\)' (x-\y 



^ ^ ^ 48j'+648'+rilg 



-- Y " ^"' * * '^^ 



>-T«»' 



» •. 
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Es ist .48 = 13, ^j = — 37, ^4 = 51. Wird nun im letzten 
Theile wieder z = - gesetzt, so findet man : 



xjjix) {x-^\){x'+x+\) 



=-c 



B , mx-\-n 



+ 



.a; + 1 ' a?* + a? + 
Dieser Gleichung entsprechen 5=35, m=^16, n==13. 



t] 



(^(a;)^13 37 51 35 16 a; + 13 

fix) ~ic^ rc^'o; a; + l x^ '\-x-\-l 



108) f- 



ic" rc" X 
— 7:r'+3:r*— lla;+13 



x'{x+\){x*-\-x + 1) 

— 35?(ir+ 1) — 8Z(;r*+a;+ 1) 



2x' 



dx= — TT-^H \-6llx — 

" X 

10 , 2x+ 1 



37 

X 



, /_ arc tg — -^=r 

1/3 ^/3 



Das eben erläuterte Verfahren der Zählerbestimmung er- 
fordert umständliche Rechnungen und empfiehlt sich nur dann, 
wenn eine grössere Anzahl von Zählern durch die nämliche Sub- 
stitution ermittelt werden kann. Sind dagegen die Exponenten 
der Nennerbinome nicht hoch, so ist die folgende Methode ein- 
facher in der Ausführung: 

x^-2x^+lx + 4. A. 



+ r^ + 



B^ , B^ 

;i + 



. (x'-iyix + iy {x—iy ' x—i ' (^ — i)' ' x + i 

Man findet auf gewöhnliche Weise ^^ = |, jB^ = f ? setzt diese 
W^erthe ein und findet nach dem Satz der unbestimmten Coef- 
ficienten ^j = — 1 , B^ = 2. 






1)' 



2{x—\) 



+ 



-l{x-\)-\- 



2(a; + l) 



^-2l{x + l) 



^^^J (x + l)'(^-3)' '^^ = ^+l + 5^(^+^)-^33 



7 a?"— 32a;'+50a?--28 
(a; — 1)' {x — 4) 



dir = — 



— 4Z(ä; — 3) 



a?"+l 
3a;' + 3Ä;*-a; 



dx^=— 



2{x — \y ' ÄJ— 1 

+ 3Z(:K—l)-f 4^(^ — 4) 
1 1 



(^-1)* {x-\) 



-^-^l^x—D—lx 



8* 



A^t 



■1i:i 



'*S 



.^t 



^ 
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f.>" 



»-' 









fe.v 



113) 






dir 



1 



5 



-t-l)'^'^ 2(:r— 1)^ 2(:z;-l) 

^l(x — 1 ) + I ? (ir'* + 1) — arc tg X 
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J^n^-iy 



(^ + 1) 



dx= 



^ —- + 2lx — 



2x 



X 



Die bisher entwickelte Zerlegung in Partialbrüche ist auch 
noch ausführbar, wenn die gleichen Wurzeln coniplex sind. 

2^+1 



{x'+iy {x-i)'{x+iy (x-iy ' x-i ' {x+iy^x+i 






11 



-J 



1 . 1^. 2^4- 1 2i — 1 

=_ä!+ä1 i-+^: 

iT — i iZJ-f-i {x — iy {x\{y 

2^— 1 22 + 1 
2a:+ 1 ^ 1 .7 ^ — ^' 4 4 

(x^-\-\y 4 a?+i x + i'^ X — i 

— l f , a; — 2 . 
_2arctg:r + 2(^.2+l) 



X 



8 



16 



+ 



16 



{x'+\y {x + iy {x + iy ' x~\-i 

i l i 

8 "" ~ 



16 



16 



11( 



'>[ 



{x — iy {x — iy X — i 

x^ , r ^^-— a; , 1 

^3 c/^ = - ^- , , ^^a H- Q arc tg :r . 



Reductions formein können nicht selten dazu dienen, 
durch wiederholte Anwendung derartige Integrale entweder ganz 
auszuführen, oder doch so weit zu vereinfachen, dass ihre weitere 
Ausführung nach den bisherigen Methoden sehr erleichtert ist. 

117) rr»(a + 6a;™)Pda;=^-^^(a + i^*")P — 

n+lj 



118) 



l X* (a 



X' 



2\3 







6& r .. 



+ bxydx. 



r-^^r.- .« 






iF*«r^ 



* * 'ir ' '•^ - ■ *■ 



■« j. 



.'K - 
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In dieser Gestalt kann die Formel dazu dienen, ein posi- 
tives p nach und nach so weit zu reduciren, dass die weitere 
Austüiirung leicht ist. Soll dagegen ein negatives 2> rtem ab- 
soluten Werthe nach verkleinert werden, so-nnuss man die For- 
mel zuerst umkehren. Wird dann noch p statt p — \ und n 
statt n + m gesetzt, so heisst sie : 

1,9) U» (a + ^^-r 'i^ = :::x7.r.-r. (« + 6^")^- - 



*.''■» 



mb (p + 1) 
n — m -\- \ C 
mh{p + 1) J 

Die Formel wird unbrauchbar für jp=: — 1. 



— m 



(a + hx'^y-^'dx. 



1 



20) f,T-f^ 



dx= — 



X 



X' 



+ \l{\'\-x^). 



4(1-1- xy 2 (1 + a:') ' 2 

Die nämliche Aufgabe kann auch so behandelt werden: 

_ x'{\ + x') — x^ _ _^«_ x' 



X' 



2\3 



(1-l-x^) 



2\2 



X' 



(l + x')' 



X' 



{l^xy 



X' 



{\+xy 



- (1 +xr ^ 

x{\-\- x'^) — X 

" (TT^T ^ 

X 



X 



\+x' 

X 



{\+x'y 



{i-Vxy 

2x 

(i+xy^ x'-\-\ 



(1+^y 


x 


{i^xy 


X 


(1 + xy 


X 



121) 



I 



X' 



1 



(1 + x') 



idX ,, , _„2\2 T 



4(l+a;'') 



rqb+^(*'+i)- 



dx. 



Nach der Formel von Moivre (Aufgabe 428) ist 

n/ ; — : — -. (p . . (p 

V cos(p -{- 1 sm oi = cos - + i sm - • 

n n 

Soll die Gleichung x"^ — 1 = gelöst, oder x = v'l nach dieser 
Formel gefunden werden, so setzt man 1 = cos 2 /ctt -fi sin 2 Z:7r, 
indem man Je eine beliebige ganze Zahl bedeuten lässt. Es ist 
dann : 

n/T 2 Je TT . . . 2Jv7r 

\/ 1 = cos h ^ sm 









'4 



n 



n 



v" _ r-Tr^' 



*f*> -*^»4',*or3 



ra<to 






'r ::'*■'* 



v^. 
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und für jeden beliebigen Werth von h geht aus der Formel 
einer der verschiedenen Werthe von v^l hervor: 
A; = ; Wq = cos + i sin == 1 

/c=l; 



ifc = 2; 



IV, 



IV, 



2n , . . 271 
= COS h i sin 



n 

4:71 



= cos \~ i sin 



w 



n 

4:7V 

n 



%\ 






.•V 



► ' * 



/j = n — 1; Wn-i 



n—l ^ ... n—l ^ 
cos 2 TT -(- * sm 2 TT . 



n n 

Wird mit der Wahl der ganzen Zahl Je in dieser Weise fortge- 
fahren, so wiederholen sich nur die bereits gefundenen Wurzel- 
werthe. So findet man z. B. für ä; = w : 

Wn =•= cos —^ \- l sm —7— ^ cos 2 TT + t sm 2 TT = 



n 



n 



--= cos -f- i sin = w^. 
Weiter ist nach dem Satze von Moivre: 

^ 47t , . . 47t 

cos h i sm — = w^ 






27r , . . 27t\ 

COS h * sin — I 

n / 



n 

27t 



+ t sm — I = cos 
n n 



■)'= 



n 

ßTt 



n 



... 6 TT 

+ i sm — = w. 



u. s. w. . 



n-1 



Hiernach ist : Wq=1; w^ = w/; u\=w^ ... Wn-i = w^ 
Es ist auch cos — — 2 7t -\- 1 sm -^7- 2 tt = cos 1 2 tt 1 + 



n 



~|- i sin 1 2 TT 



2Ä7r\ 
n / 



n 

2k 7t . . 2Tc7t , . 1 i- 

cos i sm , oder es sind die 

n / n n 

beiden Wurzeln W)s, und w^-Vi conjugirt imaginär. Ist n gerade, 

so ist tVn^ sich selbst conjugirt und reell , so dass in diesem 
2 

Falle 2 reelle Wurzeln existiren müssen. So finden wir z. B. für 



IV = \/T, dass w^ 

OTT 



' TT 7t "i 7 

COS - + i sin — und w^ = cos '— 

O O o 



... 5 TT / 7t\ . . . / 7t\ 



7t . . 7t 1 

COS - — ^ sm - und 



iv^ conjugirt zu iv^ ist. 



U ■ 



f"~ 



119 

- T» . -1 3/— 2 TT , . . 2 TT 

1. Beispiel: x=vl\ w^ = co&~^ — (-«sin-;r- = 

o o 

l.i,/— 4:71 .., 4:7t 1 *|/T 9 

""""2 ■^2''^ ' w^2 = cos — + isin — = — ---|/3 = k;/; 

t<;3 = cos 2 TT + i sin 2 TT = cos + i sin = e«;^ = 1 ; 

2. Beispiel: x^=\^l; w^=l; w^ = i; 
w^==w^^==^ — 1 5 w^ = tv^^= — i. 

S.Beispiel: x = \^l'^ Wf^=l; 



w. 



\+kv^- 



w„ 



^-\ + ^^^'^ tc;3 = ~l; w,^--\-\Vl\ 



t«;^ = ^ — ^ |/3. Conjugirt ist M?g mit «c^j , w^ mit t<;2 und w^ 

mit sich selbst. 

Der grösseren Einfachheit wegen wollen wir 14)^== s setzen 
und können dann die übrigen Werthe von v^l durch «*, ^^ 
€*.... t"~* bezeichnen. 

Es ist dann: 



(Pix) ^ A [ ^1 I ^2 [ 



+ 



a; — € 



X^ — 1 X — Ix — € 

und nach Formel (9): 

A =riMl ^ p9(^) 1 ^8^^^^ 



n— 1 



fix) _^IT<P(1) ■ ef(e) e'<p{e') 
x" — 1 n\_x — 1« — e x — e' 



+ 



+ 



^n~i^(^n-i) 



X 






122) J^^d:r=^[(p(l) ?(x-l) +.(?(.) i(;r-6) + 

Die Glieder dieser Formel können paarweise zu reellen Aus* 
drücken vereinigt werden. Da nämlich die Wurzelwerthe e^ und 
6"-*^ conjugirt sind, so müssen es auch die Zähler ^k = f^<p(«'^) 
und -4n-k= fc'^-^^j^C*""^) sein, oder es muss Än-k=Ä — Bi 
sein, wenn A}f^ = Ä + Bi ist. Mithin dürfen wir setzen: 

*k cp (fk) l (x — €^) -\- e^'-^cp (6"-^) l (x — 6°-^) = 
(A + Bi)l{x — 8'') + (^ — l?i) Z(a? — f'»-^) = 






■'■-!,> 



*v; 
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(= 



Al\x — cos - — tsm 

n n 



-^j(.-cos 



21x71 , . . 2 h TT 

+ i sm 



n 



n 



) 



2Ä'7r . . 21c 71 
X — cos % sm 

__2B—l - — 

2i 2k7t . . , 21c7t 



X — cos 



+ i sin 



Allx 



(• 



n n 21x71 

o 7 \ ^ — cos 

^ 2 /i* TT , A _ ^ • n 

2x cos hl) — 2.B arc tg - 



n 



2lC7l 



sm 



n 



+ 



= I [?(^ - D- J ? U' f ^ + 1) - |/3 arc tj? ^-^1"-^-] . 
Setze in der folgenden Aufgabe |/3 = r. 



125) 



Ja«— 1 



1^ 
6 



K^-l) + 



— 1 +r^ 



-i[?(^^-l)-iz(;.;^+^«+l)-|/3"arctg^V|/3arc 

Die Ausrechnung solcher Integrale ist oft leichter, wenn 
man die als conjugirt bezeichneten Glieder schon bei der Zer- 
legung paarweise zusammen fasst. So ist z. B. : 



ax^ -{- hx -\- c 
x''"--\ 



x 



A mx-\- n 

+ 



1 ' x^ + x+\ 



r^rA\— o Wird der Werth für A substituirt, 

/ (.1) ö 

die rechte Seite gleichnamig gemacht und dann die Zähler gleich 
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gesetzt, so ergibt sieh daraus nach dem Satze von den unbe- 

a + 6 — 2c 
stimmten Coefficienten : m = 2a — b — 6*, w = 






1 






dx 



![<«+ 



b + c)l{x—l) + 



] 



*+i(2a--i-c)K^*^ + ^ + l)^(6-c)|/3arctg?^^ 

, b-^-d^x— l.b — d 
H — l , ., H — arc tg X . 






4 " ^; + 1 
J ^" + 1 



2 



n/" 



Die Gleichung: x" + 1 = 0, oder x=^ V —l wird wieder 
mit Hülfe der Moivre'schen Formel gelöst, indem man setzt: 

— 1 = cos (1 + 2i:) TT + i sin (1 + 2 fc) TT , wenn k irgend eine 
ganze Zahl bedeutet. Dann ist: 

V — 1 = cos TT + * Sm ' TT 



k = 0; 



/t=l; 
A = 2; 



w 



«i;^ = cos 



n 



n 



w. 



cos 



n 

Sit 



w^ = cos 



n 



+ isin 



4 i sin 



TT 



3 TT 



W 



»2 



... OTT 

+ tsm - 









v»i3 






»2 



^ ^ 2n—\ , , . 2n— l 
k = n — 1 ; Wn-i = cos — -: — n -{- i sm n. 



n 



n 



Es kann leicht nachgewiesen werden, dass jede andere ganze 
Zahl k einen Wurzelwerth tv liervorbringt, welcher mit einem 
der vorliergehenden zusammen fällt, so dass im Ganzen nur n 
unter sich verschiedene Werthe möglich sind. Nach dem öfter 
angeführten Satze von Moivre ist 



IVr 



= cos 



3 TT 

n 



+ i sin 



3 TT 

n 



== w. 



.??5 



:^ 






werthe sind i)aarweise conjugiit imagioär, 



, 2Ä;+1 \ , . . /„ 2ifc+l \ 
2;r ■ — Trl + tsinigjT ' — n\ 

2h+ 1 . . 2k+ 1 

3S 71 — i Sin n 

n n 

zu Wk conJQgirt ist. 



i w, zu M?j coiijugirt. 

i Integral auszuführen, setzen wir to„= t und 



.4-j-öi, so ist der coiijugirte Werth 
A — Bi und die entsprechenden Glieder des 
1 wiederum zu reellen Werthen vereinigen. 
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2k+ 1 . : 2Jc + l 

n n 

TT + I sm - 



(Ä + jRi) ? (^ — cos 



X—- cos 



n 






2 a; cos 



2k+ 1 



w 



7r+l)-i 



2k+l 
:z;— cos TT 



2Barctg— 2^_^^ 



sin 



M 



;r 



2«— 1 



1 qn^ r ^' ^-. 1^2 ri , x' + .fW + l 

1^^) J ^^+T^^ =^ ~ X L2 ^^^iTiqn - 

— arc tg (x |/2 — 1) — arc tg {x [/2 -f 1)1 

131) {--^Ji^dx^Ul(.^ + l)-2VSl ^'--^y+' + 
J ^+1 6L' ^^ (2a;+l/3)'+l 



+ 6 arc tg f^] 



1 



'^'^) ^^^^^-^^^^ = l[(ß-b + c)l(x+l) + 

133) I -B 7dx:=-\-^ -dx — - I 3 I , dx = 

= 7r| i — rT + TT ?-r-i TT— K3arctg— — :L K3arctg-.-;=^ 

6L •«+ 1 2 x^ + x+l |/3 J/3 J 



_ J ^_ 

|/2 +- 1 2 1/2 



arc tg 



K3 

x]/2 
1 — o;' 



+ 1) + 



1 



3 (x' + 1) 



§. 3. Reductionsformeln. 

Verwickelte Integrale können oft durch sogenannte Reduc- 
tionen auf einfachere Formen gebracht werden, und wir wollen 
einige dazu dienliche Formeln jetzt aufstellen. 



>?: 



./^ 






m 



:~yi 






-•R'. 



. • • •_ JS' 



Keductionst'ormelii für: I - — ^—, — r- ä 

}{a ^ bx+cxy 

Setzt man a-\-hJc \-cx'^^=t, so ist: 

d_ ( b_±2 cx\ _ -Ic n{b-\ 'Icxf 



,^m^ 



t"+' 

Da {b + '2cxy durch 4ct~{4ac — b') ersetzt werden kai 
so ist auch: 

d_ /h±2cx\ ^ Hac — V)n _ 2c(2» — 1) 
(ix\ t" ) t"+' f 

Wird diese Gleichung Glied für (iiied integrirt, und n — 
statt n gesetzt, so Ijann ihr folgende Form gegeben werden; 
ii,r> f ' j „ b+2 cx (211— 3) 2 c f 1 

'*' Jf''^"(»-ll(4ac-Mi"-+(»-ll(4ac-i-)Jr^''' 
Für fi = Q und c =^ 1 entsteht die specieilere F'onnel : 

137) \:-, '—,- dx— „. ' ,, ■ r-. 



+ o)- 



i(«-l)oJ(j- 



■ + «)"- 

Behält t seine Bedeutung, so ist : 
d ix'°-^\ , ,,-P""' na;'"-' (J + 2ca:) 



= (w-l)a-^--(M-,K+I)?.-j„-^-(2w-w+l)c^-;-5 

Wird wieiler Glied für Glied integrirt, ko kann "die Gleiehu 
in folgende Form gebracht werden: 

.1 ("■*' 2rt— »1 + l)c (" 

_ («-'»+ 1 )^^ ra:'"^'^„ , im-\)a Cf^. 

Wie wir sehen, zerlegt diese Formel das vorgelegte Integ] 
in einen fertig gestellten Theil nnd 2 noch auszuliilirende I 
tegrale, bei welchen der Nenner f^^' unverändert geblieb< 
der positiv gedachte Exponent m des Zälilers aber um 1 und 
lileiiier geworden ist. Die Forme! lässt sich ieiclit so uinsetz« 
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dass das letzte Integral -zur Aufgabe wird. Der negativ ge- 
dachte Exponent m ist dann dem absoluten Werthe nach kleiner 
als m — 2, und die Formel dient dann zur Vereinfachung solcher 
Integrale, bei welchen m negativ ist. Gewöhnlich wird aber in 

diesem Falle durch die Substitution x = — das Integral trans- 

formirt, oder vor der Integration die Zerlegung in Partialbrüche 
ausgeführt. 

Die Reductionsformeln für: \ x^'ia-i-boc^ydx. 

x''-'(a + hx'^y =ax''-'(a + bx'^y-^'i-bx'^-^''-^(a + bx'^y-^ 
ist eine identische Gleichung, durch dereii Vermittelung man 
erhält : 

+ b(mp + w)^""^""U«+ bx"'y-\ 

Das Integral dieser Gleichung kommt in 2 verschiedenen For- 
men zur Anwendung: 

x"" (a -{- b x^)v 



139) I a?"-i(a + 6a;™)P-^d« = 

na J 

140) {x^^^-' (a + bx^Y'^ dx = "^y.^ "^ ^^"^' -- 
j b {m2> + n) 



n 



b{mp 



-, — r \x^-^ (a + bx'^y-^ dx . 
+ w) J 



Je nach der Absicht, den Exponenten von x um m Einheiten zu 
vergrössern oder zu verkleinern, muss die eine oder die andere 
Formel Anwendung finden. Das Binom bleibt unverändert. 

^ [fl?" (a + feÄJ"^)P] = Mic"~i (a + &:r™)p + 

+ bmpx'^-^''-^ (a + 6a;™)p-i. 
ftar™ + "-^ = a;»-*(a + bx'^) — ax'^-^ 
T~. Dr" (a + bx'^y'] — {mp + n) a;"-^ (a + bx""')^ — 

— ampx'' ^ (a+ bx'^y-\ 









-i = 



9<J' 






^^: 



*(V 



,;<'.- 






* - ' 
r 









^ y 



^.. 



■-"x 






^ 



•V 



^y 



r- 
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Aus den Integralwerthen dieser Gleichung lassen sich die fol- 
genden Formeln zusammensetzen: 

141) I :r'»-Ua4- 7>a;")Pdrr = — ^^ — ^ -\- 

J mjp + w ' 

mp + w J ^ 

142) ^»-^« + 6^™)^"'^^=--^'''^*'^"'^'' 



amp 



+ 



mp 4- ^ 
amp 



x""-^ (a 



+ 
+ hx'^ydx. 



Während die zweite Formel dazu dient, den Exponenten p Mm \ 
zu vergrössem, wird derselbe durch die erste um 1 verkleinert. 



§. 4. Irrationale algebraische Funictionen. 

f {x^ \^a + hoc) dx. 
Ein solches Integral wird rational durch die Substituten: 



[' 



nz 



\/a -V hx = z. x='^—^ — , dx= . 



n-l 



-jrbxda^; a-\-hx=^ z^^ x=^ 



dz. 



z — a 



, 2z ^ ^ 2 f , , ,, , 2 (z^ az\ 
ax = — dz; S = ^,\{z*—az')dz=^yj ^j 

; 143) Ja;|/M^6^cZa; = |l/(a + &a;)»(^^^-|). 



Das Integral kann auch mittelst der theilweisen Integration aus- 
geführt werden: 

Sh 
2 2 






V 



n 



36 56 



(a + bx)^-. 



144)' l ir(a-|- bx)^dx = -^\^(a + bxY \bx ^1 

= 3 ^!/(r+^ (I (1 + a;)' - I (1+ a;) + 1) 
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~ dx= :rVa + bx 
+ bx b' ^ 



"^Jm?! 



dx = 



n 



<y(a -h * x)v (n—p)b </{a + fe:r)p-" 

49) I X va -{- bxdx= — y^ (4:bx — 3a) v^(a + bxV 

50) J'.^^/^Tft^da. = A[(^i^'-^(a + M' + 

— (a + ^^) I v^öt + bx 

J v^a 



+ -r 



51) 



da;= ^77-7:2(36^—- 4a) v^(a + ?>a;)' 



52) J 

53) f 



« v^« — 4 d« = =■ (a;' — « — 12) \/x — 4 



a;' 



3VZ + 2 



d^={j + ^-=~)^W+2) 



55)J-^da: = 2|/x + ?'^-^ 

5ß) f^ 
J xya 



1 ^ + 1 
J xyx — a ya ' « 



68) J 

59) \-^ 

J X Va - 



1 ^^ = J-^ yi — x~\/2 

(x-\-l)\/l — x ^ |/2 V\—x+V2 



dx 



Va + bx 
60)jL±J^^^i^-- 



l^]/a + bx-yä 
Va \/a + bx + Va 



+ ^^ 



X 



3 
4 



6 I . 

7 



6 



7 »■* 4 I O I , O 6 , 



-\'2x^ — G ic« + 6 arc tg v^o? 
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I 



^n^" + ^n-irr"-' + + A,X + A^ 



dx. 



Mit Hülfe des Satzes von den unbestimmten Coefficienten 
kann ein solches Integral in einen fertigen Theil und in ein 
noch auszuführendes Integral zerlegt werden. Wie dies geschieht, 
wollen wir an einem Beispiele zeigen. 



174) 



p 



dOx' + 3();r*+ 12^'+ 21^'— 15.^—1 



dx = 



\/4: + 2x + Sx^ 
= («4 X* + «3 x^ +a^x^+ a^x+ «o) y4: + 2x + 8^' + 

1 



+ Jf 



J 



dx 



V4+2x + nx'' 

worin die a und Z" noch unbestimmte Coefficienten sind. Zu 
dieser identischen Gleichung werden wir durch die Thatsache 
berechtigt, dass auf beiden Seiten der Form nach völlig gleiche 
Ausdrücke entstehen, wenn wir wieder diiferentiiren. Man er- 
hält dann: 

30^^4-30^"+ 12a.-^+21a;^ — 15^— 1, ^ 

\/4r + 2x + 3x^ 
= (4 a,x^ + 3 «3 x^+ 2a^x+ «,) \/4 + 2x+ Hx/" -f 
, (1 + 3^) («4 X* -j- a^x^-i- a^ x^ + a^x -\- a^) + K 

K4 + 2x + H^ ^ 

30rc"+ 30a;* + 12^'+ 21^^—15^ — 1 = 

= (4:a,x'+Ha^x'-j-2a,x+ a,)(Hx^+ 2.r + 4) + 
+ (I + 3a;) («, x'+ a^x^ + a^x^+ a, x + «J + K, 

Der Satz von den unbestimmten Coefficienten führt zu den Wer- 
then der a. Es ist : 30 = 1 5 a^, «4 = 2; 30 = 1 2 «g + 9 a^, 
a^=\; 12 = 9a2-t-7«34l6«4^ a^ = -3; 2l=r)f/, + r)a2 + l2a3, 
«1 = 4; — 15 = 3«„ + 3ai4-8a2^ ^o^"""!^ — 1 ^ÜT-f- 4cf,H-cfo, 
Ä"=— 16. 

9 















<M 






/4f2.t + 

weifei-eii 
aftigeii , s( 
gültige Ffl 
Zähler eir 
fadiereii r 
n, sonderi 



■eTifiirt (DU 
t man : 

f + «,)(«+ 2(,.r + f.T') + 

+ «,t + «Jlli + r.x) + K. 

Coeflifienleii gleicli liolipr PoteiiKen 
3iieii : 



+ S o a. 

+ 60«. (10) 

+ i »-«. 

+ 3 o <r, 

+ 2o«, 

+ lau,+K. 

dien lilciclHiiigPii wmleu tlie C'oef- 
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ücienten « und K berechnet. Selbstverständlich kann unter 
den A eine Anzahl den Werth Null besitzen. 

Die Ermittelung des übrig gebliebenen Integrales ist eine 
ganz verschiedene, je nachdem c positiv oder negativ ist. Wir 
untersuchen zuerst: 



J Va + 2hx + c 



^z^d.r, wemi c>ü und setzen 



X 



X 



V~c-\- 



z 



z 



und 



177) 



ya + 2h^: -{- r.)'^ = .ri/r {- z, tinden dx^= 

h - z Vc 

{-=L==(U'= l ^ ^ dz=--^l{h-zVr) 

}Va + 2hx-\-r.x'' }h-z\/c Vc 

= —-^l{h-\- ex - Vf Vä+2hx-\-€x'') 
Vc 

oder =^ .: l (h + ex + Vc |/rt + 2h.r -f ex"^) 

Vc 

je nachdem Vc »lit dem + oder — X'orzeichen genommen wird. 
Dass die beiden Werthe, wie es sein nniss. mn* um die Con- 

stante = -^l(h^ — ae) differiren. ist leicht nachzuweisen. Für 

Vc 

r < ist die Formel unbrauchbar, so dass dieser Fall beson- 
ders l)ehand(elt werden muss. 



.v=r 



J Va + 2hx + cx' 
1 



r/r. wenn c <(i 



J Va+ 2h X -\-ex' 



äx 



Man setzt z 



h -j- ex 



Vib 
. (Ix = ^ |//> 






f7 .i' 



) — (6 + er)' 
^ — ae dz und ttndet: 



178) 






1/1 



= (Z ^ = — . ; 

V 



1 



arc sm ^. 



e 



-- rf./; - 



l . h -\- ex 

arcsm— — r^r^^ 



Va-\- 2hx-\'ex 

Die angeführte Transformation wird unmöglich, wenn h^^ae = 

ist. Dann ist aber auch Va+ 2hx+ ex^ = x Vc + Vö. und 
das Integral leicht ausführbar. Da c negativ ist. so kann h^—ae 



SY^ 



.** 



*»l 



-*2 






^ 



13a fä 



187) r|/ll + 12a; — 8^^da? = (— I) 



'188) 



\x \/S+x 



x^dx 



=i 



8|/2 



31 . 3 — 4;r 

arc sin 



1/31 



1/8 + 



rf:« = 



X — X' 



189) 



190) 



191) 



/x^ X 67\ „ 33 . \ — 2x 
d X' = - Ya + 2&^ + ca;^ — 

* r 1 . 

t . , — dx 

f x' __/:r 3b\ p , 3A '-'-ac fl ^ 



Jl/a 



d:' 



ya + 2bx + c 



d 



X' 



(x^ 5bx .bb^ 
3^- (r^+ 



_ 2a\ 
3c7 



192) 



193) 



I 



c- ■ 2c" ^ ^" ^ 
, (Sab 5^\.n , 
+ V2c* -2c7Jä'' 



X 



X' 



\/3 + 2x + x' 



:"— (t-¥+|+|)«- 



« 



.5 



|/1 -t-2* + 3a;' 



ä 






»4/ I äl' I t X iTJi 

" 2Ö "^ 1Ö8 "^ 4Ö5 ~" 8lÖ/ "^ 



\ 194) 



UKa+ ^ 



2 1 X- + 



^•"«"M 



+ 2bx^+ ax 



Va^-2bx-\-c 



dx = 



x 



= g + ^ + :" 



6c ' 3c 2c 



l-^i^'-f^H 



dx 



195) 



JKö^' 



+ ix + 



3)'dx= \ dx = 



'"^+^+^)i? + ^K2 + 5.+ l/5Ä) 



40 ' 100. 



19G) {(•2x-5)\/'2+ax-x'dx= P^^ "'"^^ ^^ "^ ^ 4 ^rf:^; = 
J J [/2 + 3x~x' 



=(¥— +^)«+ 



17 . 3 — 2x- 
— arc siii . > — 
4 Kl7 



\- 



^i 









197) J(j:"-3a: + 5j)/3*''— 2» + Brfi = 

i|7) 



ix^_H7:r^ tiiö _^\,.i Ji227 - 

U m '^iiü-'- ■na) ^ ■neVs 



i>01) 
2021 



.1 I/o -hx' Vi C « 

"""'' I f/5j=t=-. = 77= ' I'' + " + |/» K2* 
.'V2hx+ ex yc 

( 1 . 1 . 6-rf 
I,,. , - „ (ix = ~ -^ iirc siil — j 

\Vi^'ix' ,U- = ? l/,r+ i.^' + ^ -«- /(s. 

2U3) Jk'<i-6i',(» = f Ko-t^.'+ ^" xkk: 

204) j|/2aa) + iVx = "-t*I!-"^'((„-f,,: 

205) J Vinx^i'd., = ''7 " ft - »'aic sin » 

206) lx"|/2(.*-a;'rfj-(*'^ ■-"■■_ ä«'*^ 
J \4 12 24 



Die Helatioiieii (10) tiiliren leidit 
Formeln : 



+ Ä 



"!■' "■■ ' '"' n-->.'b' 
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208) \ -jL=^dx = l \ 



hx 



, ^ dx == 7- |/a + hx 

Va + hx' b 



209) Ttt-^V^, dx = |. ^/a +1^^^ - ; 1^ Z (i^- + 1/6 i?) 
Jya + hx^ ^^ 2byb 

210) f ^' rfa,==(f!--^U-,r+i;p ' 

• 211) L-''^-^r?.'==(^~^')Ä+-^,V-.Z(5x-+t/5 
J i/T+lTP V20 50 / 25 |/5 

212) r^C-^^ri;r=(^-'tV^)|/3+l2V 

Das Integral (207) kann auch inittelst einer Reductiouslbrmel 
ausgeführt werden. 



213) 



JVa + bx' bj Va + hx' 

J ■ Jya + bx^ jya + bx 



^ 



rfo; 



l/a + Ja;^ w6 "^ ^ nb J]/^ 









215) 



Wenn n eine gerade Zahl, so ist: 



400 |/5 



arc sin 



bx 



|/l5 



I 



a:;» 



^/l - x' 



dx 



- l-x^-' 



4- 



1 n-1 
n n—2 



v.n-3 



1 n—l w— 3 



I* n—2 n— 4 



:./; 



n - 5 



I . • • • 



3 \,/ ä 1 /^— 1 *^— 3 3 

2 / n w— 2 w— 4 2 



X 



SIU ot' . 



91 fi) \ '^ d.i=z^ ( — 4- 1 1 1/1 — ^' +T7:arcsi 

Jl/r=^ \6^ 24^16/'^ 16 

Wenn w eine ungerade Zahl, so ist: 

nw — 2w — 4 / 



:«;' 



m 



<%i 
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Da ienier a -\~ ß = ist, so kann a — ß =^2 —— — - ixe- 



c 



setzt werden. So wird schliesslich: 



j(x—a)ya-\- 



-f- 26^* + ex' 



dx 



(b-\~€a) (x — a) 



-+3 |/6 
dx = 



J{x'-\)\/x'+2x 

J(x — 2)Vx'-Qx+l^'^ |/7 

224) f \-=dx = -\/\^^ 

Wenn a>0 ist, so ist: 

225) I - 

JxVä+Wi 



, 1 ,2ar + 4+|/67? 

dx^= —1= l — 



X — 1 

1 . x + b 

arc sni 



{x-2)V^ 



x + cx 



j 1 Ta-\-'bx^Vö,Va\-2hx-\-cx' 



X 



Wenn a<0 ist, so ist: 



226) f ,, ^ 



bx-{-cx' 



, 1 . a + bx 

d X = T-:=^MC &\n 



V- 



a 



X 



\/b' 



ac 



227) \-—==L=^dx== 
JxV2ax — x^ 



y2ax 



X 



,2 



228) 



JxVT 



+ X' 



dx= l 



ax 

1 — j/l + x'' 

X 

= — arc sin 



229) f ,,--i '- dx = - ^ ./_ 

Jx\/x'+x — l x\/6 

r 1 1 

230) I — dx = — arc sin -• 

JxVx^^l ^ 



S 



J(x — aV Va- 



+ 2bx -f ex' 



dx . 



\ 



Durch die Substitution x — « == - erhält man : 



JVc 



z 



n-1 



2\ ^2 



+ 2(6+c«)^H- (a + 26a 4 ctt')-e 



dz . 






Iv2 









■-»7 






■>' 



1S9 



240) 






+ 17 1_ 







da; = 7-7= aresin 



b — ix 



X 



|/3 



(x 



241) 



M 

Jf^— 1 



|/13 



arc sin 



2)|/TÖ 
6a; + 5 

(x+3)VlÖ 



X — 






2 |/a;' + 4 



+ 



242) 



J(:c^-9)|/5- 



-\-%x — lx^ 



dx = 



x—l 

3 ^ X' + 4 — 1/'5 |/^^ 4- 4 

a:— 1 
1 . l — {)x 



+p%' 



6|/4Ö 
1 



arc sm 



6|/76 



arc sm 



(a;-8)l/ri 
12a;— 2 



^=f rr^ 

J(a? — j9 — qi) yo 



(a; + 3)|/ll 

a + 2&a;+ cx^ 

Dieses Integral geht hervor aus (219), wenn man a=p + qi 
setzt. Dann ist auch wi = a-f 2&^-f c(jp^ — q^) + 2q(b + cp)i. 
Setzen wir m = (>(cos^+isin^), oder ifCX)st = a-{-2bp + c{p^—q^)^ 
i)smt = 2q(b + cp\ so sind (> und t bestimmbar. Zugleich ist : 
1 1 1 \ / t . , t\ 



Vm Vq cos-g + ism ^ 



S = --= (cos - —ism-\l\a + bp+{b + cp)x^Vij cos -^ R-\- 



+ \{b^'Cx)q+\^R\i\'-—Uo^-—i^m 



Wenn nun das vorstehende Integral bei der Zerlegung von 



<P(^) ; 



fix) 



in Partialbrüche entstanden ist, so muss noch ein zweites 



existiren, welches sich von diesem nur durch das Vorzeichen 
von i uritei-scheicTet. In abgekürzter Bezeichnung mögen beide 
iieissen : 

S ={A + Bi)l(P+Qi) — iÄ-\-Bi)l{x—p-qi) 
S,=iA- Bi) l (P— Qi) — (A- Bi) l(x-p + qi) 

S+S,=Al{P' + Q') + 2 /?arc tg^- A l (ar— i))'+ q') + 

+ 2 £ arc tg ^^=^ • 



Q 









■>5 



v^: 









•^ 



I 



'J! 
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2o2) f— i 



=rdn =-;= l . -p=r\ z= Va + 6e* 

+ fce* ya Va + be''+ya 



253) l4ci:r=-— ^ 



254) U^ Kr + e^ tZx = 1 1/(1 + e'^y 

f e* 1 

255) I 7— — rndx^^ ;- 



,-2x 



25 



6) Ue^ + e-''ydx = -—^ \-2x 

257) r--^öf^==Z(e* + a) 

•4e^+6e-^, 35 / 4\ 



258) 



4e 



4\ 3^ 

9/ 2 



'■'"^ J'iM^ 



»2X 



^ci^ = ?(l + e^) 



1 



~ X 



r gx 1 

260) 1 7-7— ; — vida;=^ — } ^\, ^ , — ':;r-r' 

' J(6 +ö) (w — l)(c* + a)"-* 

%■' 
Neben der Substitution wird bei diesen J\inktionen auch 

das theil weise Integriren oft mit Vortheil angewendet. 

261) \e''x*dx = e''x*—4\e''x^dx 

262) \e^x^dx = e''x''—4,S\e''x*dx 

u. s. w. 

263) \ e"" X* dx = e"" (x*— 4x^ + I2x^ ~ 24x + 24) 

264) l e^ Ä» dx = e^ (x» — wa:""* +n[n — \] x""'^ + ) 

(' ß'^^ x^ fi C 

265) le"*a:°da;= le™^^°-^d.r 



■ »1 



...&5^ 



•^1 






■ i' 






■■■-*.1 






«1 1 



1)S 



-.) 

»V 
m 

" 6 

--Ix 



1)( 



^- f - .- 



•^ 



143 

Dieses Integral lässt sich auch sehr leicht mittelst der theil- 
weiseu Integration ausführen. 



278 

280 
281 

282) 

283 

284 

28o 

286 

287 

288 

289 

290 

291 
292 

293 



\l X ä X ^= X {Ix — V) 



X t X (X X • "' j I" f ' X ' , 

n-\-\ n-Y 



x'^lxdx ^= — 



1 



flj w+lV n + l/ 

— -: (/^ + — !-:) 

x""'' \ . n— 1/ 



\ x^lx dx = — llx — ji 

f-lx dx = wQ^y 
X 2 ^ ^ 

l(a + ft^)"/^(?a:=^-7 — r^7-loc — y———T \ — dx 

J in-\- l)b (n-{-l)bJ x 

[{^^-^xyixdx=^^^^^^lx^^lX'-Ux-^x''-x' 



l{a + hx)dxr==^L±^{l\a + hx\-\) 



j n + \ ^ ^ w+lja + ft^"" 

/(a + ft^'')d'^ = -^Ua + ft^^)~ 2a: + 2a I . , . dx 

J . Ja-^hx^ 



X 



xl{\ -|- x^)dx - 



1 +x 



2 ^(l + -'T-2 



./-^, — s ?^<?^ = Ix Va'+ x' — 
JVa+x^ J 



Va' + x' 



dx = 



=:={lx-l)Va^^-x^ — al 



a 



-Va' + x 



.2 



■ "«»VI 



-.■»■' 



' y? 



a; 
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308) 



h 



sin 2 X 



dx = ltgx^ oder: 



-dx = ltg- 

X °2 



309) r J^ 

Jsin 

Höhere Potenzen von sin x und cos x können mit Hülfe von 
Reductionsformeln integrirt werden. Sei: 

Sn = lsin"ii?^;r. 

311) lsin"a?dic= [sm"^'^ x^mxdx = 

= — cosa;sin"-*a: + (w— 1) Isin" 



'^xcos^xdx 



Sn = — cos:^sin°-*ic + (n—l) \mn''-^x(l'Sm^x)dx 

Sn = — .cos^sin"-*ir + (w— l)/Sn-2 —(n—l)Sn 
nSn = — cosiz? sin"-^ip + (^—1) Sn-2 



f • T, j 1 • « . . n—\ C . 

\^in'^xdx= C0Sirsin"-*ir -{ Ism" 

J n n J 



~^xdx. 



Wird die Formel umgekehrt und n — 2 durch — p ersetzt, so 
entsteht : 



312) l (sin x)^^ dx = cos x (sin x)-^'^ ' + 

J p~l 

— j (sin x)- 



P 



P+-2 d^ . 



Die beiden Formehi dienen dazu, den Exponenten von sin x auf 
2 oder auf 1 zu erniedrigen und so das Integral auf eine nach 
früheren Formeln ausführl)are Form zu bringen. 

313) l sin^r dx= — -|sin^^ -f 21 cos^ 

314) I sin* X dx = — |- sin' ir -+ ^ sin x\ cos ^ + hv- 

10 



•*i 



'«S 



l"»' 



vW* 



■ *V 






1 F e"' 



325) ism''xdx — rij 



- 5sin 3» + 10 sin 3;]. 



327) Jsin-«<i» = -j^[55^ 

328) |"c„s'«rf», = JLpJ2lf+li!|Ü« + ,,t„3^+, 

328) |cosVÄ., = ji-g[™!^+i'5i|5-+ v,i„4.+ 



lekht ; 



Wird siii«=^ gesetzt, bez. i:osx = i/, so erl 



Jsin" xdxs= 1 --^r^ --■-:(?'/; l cos"xdx'= — 1^^ 

330) l sin' 3: (iai = — (1 '-cos'x)fiiaxdx = — i (1- 

/ «°\ pos'a 
= -l''-tj = -T- 

331) I cos'^xdx— (I — sin' a:)' cosxdx= (1 — ?/ 



332) 



C dx C ^linxilT C dy 1^ . y — 

J sii|3^~J 1 — cosV^J \~y''~2 y + 



— I 

1 ,^'"'1 



333) 



r ffa: ^ r 1 4 S 1 

J sin" je !_■"> s''i^ ^ 1 ^ siii^ a- 1 5 siii .>•} 



■■■^: 
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341) I smP ic cos" o; (/ u; = 7—r~^ h 



+ 



p + l 



I"- rsinP+*^ 



xcos"" X dx . 



Während (340) dazu dient, ein positives m zu verkleinern, 
wird durch (341) ein negatives 2> vergrössert; in beiden Fällen 

bleibt n ungeändert. Wird wieder 1:7—^) statt ^, — dx 

statt dx gesetzt, so entstehen aus den beiden letzten Formeln 
die folgenden: 

O..X r „, • n 7 cos™"^^sin"+^^ , 
342) l cos"* X sm" xdx= -, \- 



^^*j 



m-\- n 
m — 



+ 



n-{- m 

^,^ ( . -, sin^'^^iccosP"'"^:^ , 
343) l sin" X- cosP xdx = — :; h 

J 1^ + 1 



- l cos'""'* u; sin" ^d 



x 



+ 



p -\- n-\- 



P + 



f 2 r . „ 

Y- sm" 



^cosP^'-^^ dx 



„ , , . . f . 4 2 7 fsin^ x sin® x sin x'\ , x 

344) l sin* X cos^ xdx=\ — — — cos :i; + — 

o.r% f • 5 2 j r« 6 sin*-^ 4sin^:r Slcos 

345) l snr x cos' xdx=l sur x z 77 T7 — y 



Aufgaben dieser Art können auch so behandelt werden: 



346) fsi 



sm^ X cos^ 



c rsi 

xdx= \ sin^ x(l — sin^ x)dx= 1 — 



sin^ X 



I'' 



h 



347) \sm^xcos^xdx=^\sm^x(l — i^m^x)co^xdx 



6 



> 



348) I sin®:» cos^o; dx = 



cos® X COS^ X 

"~9 7~ 



349) isin*:rcos^.rrf^= lsin*^(l — sin'^a;)^cos^d^ = 



sin'^:» 
5 



2 sin^^■ , sin^^c 

7 ' 9~ 



',^^ 



« 



■-Via 



>i^' 



■'•W 



^1»? 



'' L 4 


>:äp 


sin xl X 

8 J'^««^ + 8 


i 


sin*a? sin^^r 

r — 





:^ 



.^osjiä 
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361 



362 



363 



364 



365 



366 



367 



368 



369 



370 



i __ _- i lg X 

J sin ^ cos ^ " 

\ ---2 ^T- = — 2 cotg 2 X 

C dx 1 , 7x 

J sin a; cos ic 2%m^ x 

C dx ^ 1_ 

J sin'* X cos^ X 3 sin x cos** x 

Durch theilweise Integration erliält man: 

tg"icdrc= |sin"u?cos~°:a;d[a;= ^_^ l tg"-* a;cZj^ 

/* cotij" — *^ C 

I cotg"a;d^= — _ I cotg"-'^ ^dj; 

f 1 1 

I tg^ xdx==^-tg^ X — - tg* X — l cos X 



3^ --^cotg2.r. 



cotg :r , cotg ^ 

- -j- iT cotg X — X 

ü 3 " 



f 111 

Jtg«:z;(?:r = y tg'^— -tg':r -f -tg'^— tg^4 

\cotg^xdx= — 

f ^ 7 , cotg^A- , cotg*:z? cotg'^a; , . 

I cotg^ X dx= 'T 7 ^ Z sm ^ 

J b 4 2 

1 e^^'sin&icd^r = 



1 e**^ cc 



cos b X dx = 



e*"" cos & ic 



c*^sin^>;r 
5 



-]-j- I c*'' cos 6:^ da; 
-T- l e'^^mnbxdx. 



Wird je eines der beiden Integrale eliminirt, so erhält man : 



371 



) c'^-^si 



sin h xdx==^ 



>ax 



a'+b' 



[a sin bx— bcosb x] 



372) r 



c 



ax 



c* * COS i a; da; = -rj_ri[ci cos i a; + i sin & a:]. 

Setzt man in beiden Formehi — x statt x^ so gelien daraus 
die folgenden hervor: 



373) 1 



e 



— ax 



^.~aX yjjj ^ ^. ^^. _^ _.i_ 



a'^ + Ö' 



[rt sin hx -{- bcosh x\ 






•S3 



■; Vi 



1a 



I^-«I 
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384) C äx ^ 2 C dx 



55 



= r > arc tg // 1/ ^ "^ ^ , wenn — r^>^, 



)j 



i/i 



Für öt = 1 wird 



— a^ , l/l— a' 



a — 1 ^ 
wenn — ;— r < 0. 

a+ 1 



385) r^-= f— 



^iT 



(t+I) 



= -cotg(f + |) 



387) f 

388) r 



sin ic 



(Zi:c 



= 1(1 ; ]dx = x — a \ 

J\ a + cos xj J ( 



dx 



j- COS X 

C dx 

a-jr mi X J a + si 

dx 



a + COS X 



dx 



s>mx 



a + 6 sin ic -f- c COS it? 
dx 



= S 



+ m6sin;>i;4-mccos:?; 



="J 



dx 



ma-\- sin l sin ;r -f cos A cos ic' 

1 



wenn mh = sin l, m c = cos A, oder m = . ' ^ — aesetzt 
wird. Weiter ist Z==arctff- und 



Ä 






d!a? 



am + cos (;r — /) 
Hiermit ist das gegebene Integral auf (382) zurückgeführt. 



389) \-, — 



dx 



1 7. /o; , 7r\ 



1 . . 71 



^9«) ja 



+ cos ^ |/2 " ^"^ V2 ' 8 
Ist m a — - 1 = 0, oder a = ^/jä~qr^, so ist": 
dx l c sin :f — b cos .t' 



+ 6 sin Jt -f c cos « a a ■+• ?> sin rc + c cos x 



l.Ci 












r 



• - -.y 1 



dieses Laufes erleidet, wird liier dui-cli ^Q h 
es ist: 

NQ = [F {b) + C'j - [F(a) -f- C] = F (h) 
An dem nocli niclit ausgefiilirten Intef^ral 
diesen Fmiktioiisimterschied so: 

und nennen einen solchen Ausdruck an bestin 
a die obere, 6 die untere Grenze desselben. 

Ist also der Wertli des unbestinnnten Intt 
so lässt sich das bestimmte Integral unniittelbai 

Aber die Fmiklionskurve, von derwirausgi 
auch noch detiniren und näherungsweise constri 
nicht mehr möglich ist, denWerth F(3;) des mi 
tegrals in geschlossener Form darzustellen. Man 
hiervon in tblgender Weise. 

Der Funktionsuntersehied NQ kann aul 
als die Summe der kleinen Zu- und Abnahmen 
fährt, indem x von a bis b stetig wächst, u: 
Auffassung würde F (b) — F (a) so zu berechi 
tlieilt PG ^^h — a in möglichst viele und dal 

beisjüelBweise gleiche Theile, d. h. man berechi 

indem man n möglichst gross wählt. Wahrend i 
liehe Funkt M nach dem möglichst nahe gelej 
rückt und so das Curveneleraent MB erzeugt, ä 
den sehr kleinen Werth BH. Bei hinreichend 
ist MB als gi-ad und als dasjenige Element anz 
mit der Tangente in M zusanmienfällt. Setzi 
BMII^a, MM=S, so ist: 

[ äF(x) -} 



'««=[^'L.='<«> 



BH= F (a + 5) — F (a) ^Stga=a 
Wird in dieser Weise von Punkt zu Punkt \ 
5 zu Jff, so erhält man: 



u s-?.i 
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391 



392 



894 



■\ 



395 



396 



397 



398 



399 



400 



401 



402 



403 



404 



405 



40G 



(6n + i__^n + i) 



/•ni fb fb 

fix)dx+ f(x)dcc = F{h) — F{a)= f{x)dx 

Ja J m Ja 

J 
J 



m ^" dX = r— r 

a n+ 1 

ic aa? = -— 
-2 5 



*>, , , , , 2a6 + ft' — 2a'~-aV> 

a 2i 



{2x+ ^x^)dx = ^Qi 



> + T-'')''' = jl 



j: 
J 

I i — aa; = aM-r 8?2) 

j Q X — 4a \2 / 

j: 
J 

J 



_^_, _«i7 21 

4 . O/X '— ^ t f, 

* — 4 2 5 

o^M-~ä* """ 4a 

00 ^a; ^ TT 

0?^ + 1 2 



drc yx+ 2 = 



P-^-T^T ^^^•~t'6 + ^Z2 

J 2 a:; + 2 -c — 3 4 4 

j: 
J. _ 

\\x Vx^ + 4 a*(ia; = a' (5 |/5 - 8) 



a 

dx Ya^ — x^== 



dx T 71 

—, dx=- — 

Va' —x' 2 



oKT 



dx=l 



+■5 



■'^« 



'L-i 






\ 



424 



42rj 



426' 



427 



428^ 



429 



430^ 



X = 



481 



432 



433 



434' 
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TT, 

1 ^\n2axdx = o 

K 

\ "sin*2.xrZ.r = — 
J (» 4 

TT JT 

Jo Jo 2.4 2 71 2 

{\m^^'r'xäx= {\o^''^ + 'x(1x= ^'^••"•••- ^ J^ 
.; J 3.5 (2l^ + 1) 

JT 

J(COS* iT — cos^ x)dx=^ 
d2 

{\m'xdx = ^l/l 

4 

Man setzt a:; = sin^ (p, und q') = o für a:; = o, q> =- ^ für 
1 als Grenze. 

TT 

I <?^^ sm X dx = 

J 8 

-1. ^ 

2 

n 

\ ig xdx= -12 

J 2 

TT 

J 1 +- COS :r ~~ 






IS«? 



;xi 






% 



«"■v-i 



■»-.. 
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MM 



Wird in (2) für — C 
stituirt, so entsteht: 



«ii+ 



8A 



?/■ 



der Werth z ~ sub- 

0^ 






(4) 



Um (2) aus der gegebenen Gurvengleichung zu gewinnen, 
macht man dieselbe homogen, bestimmt die D.-Q, ^— , ^, ^ 

O.'T 0?/ 0^ 

und setzt dieselben in (4) ein. Wird dann ^ = 1 gesetzt , so 
geht (4) über in (2). 

x^ v^ x^ y^ 

Beispiel: -^ + 'fä — 1 =0 ist die gewöhnliche, -ö4-ti~"^^=ö 






die homogene Form der Ellipsengleichung, 






8/'_ 



S^ a'' 8.^/ /> 



— 2^. Homogene Form der Tangentengleichung: 






a' "^ /r 



1 gibt 



+ 



1 = als 



gewöhnliche Form der Gleichung der Tangente. 

Wird der Lauf einer Curve durch die beiden Gleicimngen 

et ij d y cl' X, 
bestimmt: x — (p (t), y = (// (0, so ist 'J'^~~^'~17^ ™^l ^'^ 

Gleichung der Tangente: 



(r-.«/)^-(x-^)^ = o. 



(5) 



dt ^ dt 

Ist endlich r = f (t) die Gleichung einer Curve auf 

Polarcoordinaten bezogen , so ist : .^ = r cos ^; y = r sin t : 

dx dr ^ . , dy dr . . . , 

^r- = -T- cos ^ — r sm /^ : -?t = ^r ^^m ^ + r cos ^ . 
dt dt dt dt 

Die Normale. Unter Normale verstehen wir die gerade 
Linie, welche senl^-echt zu einer Tangentt» durch deren Be- 
rührungspunkt gelegt ist. Ihr Richtungscoefficient ist daher 
1 



dy^' 
dx 



Ren verschiedenen Formen der Gurvengleichung 



entsprechen die nachfolgenden Formen der Normalengleichung: 

11 









":->S 



-""■sii 



- .;■«*•« 



-.■•-*3 



' *•!■'> - '• o ^ 



\(>^ z 



= 2e^ {x^ — y^) ■}- a^ — e*. Dem besonderen Fall a = f* 
entspricht die Gleichung: 

Durch die Substitution : j? = r cos ^, y==r sin t erhält man 
als Polargleichung : r = a |/2 cos 2 i == h Keos 2 t. 

Wird in einem Kreis senkrecht zu einem Durchmesser 
eine Sehne =2a gezogen, so zerlegt dieselbe den Durch- 
messer in 2 Theile, deren Produkt = a^ ist, mifl die des- 
halb als Leitstrahlen zur Construction eines Curvenpunktes 
benutzt werden kcinnen. 

Als (Jleichung der Tangente findet man: 

(^H y'-a')xX-j- (x' + 9,' + a') f/ Y+a'Qi' — x') = 0, 

7) Logarithmische liinie: y = a"": Tangente: Y -- y = 
^= a^ J a {X — x). 

8) Kettenlinie: y = ly (ß"" + ^ ™ ) * Tangente: Y — y = 

\/y'' 



l / A 



Da 



dl/ 1 / ^ -i\ 



m 



m 



ist , so 



lindet man den Richtungswinkel « einer Tangente, indem 
man aus der Ordinate des Berührungspunktes als Hypo- 
tenuse und m als Kathete ein rechtwinkeliges Dreieck 
construirt. 

9) Die Cvcloide. Wenn ein Kreis (Fig. 11) eine gerade Linie 
^^ in Punkt A !)erührt und dann auf der Geraden hin- 
rollt, so beschreibt der anfängliche P>erührungspunkt A 
eine Cvcloide. Jeder vollständigen Umdrehung ents])richt 
ein Curvenzweig. Es sei ÄP=x^ MP=y, MC = a, 
Ist arc ^ mit dem Halbmesser = 1 beschrieben, so ist 
arc MB = at. Da AB = arc MB sein muss , so ist 
x^ AB= AB - MB = a{t ~?smt)\ y = MP=CB 
— CD = a (1 — cos t). Beide Gleichungen bestimmen zu- 



m 









. '<5 



■«' 1 



'i^ 



»animeii den lAuf der Cycloide. Vi 

halt inaii : .r = « arc cos — — ■■ — { 
Fig. 11. 




Gleifhunfi der Tanj^eiitP: Y ~ p ^ 

Y-!l- 

Ulli zu beweiseil, liass die Nom 
BcrüliriinKsimnkf J? des Krzpuf^iinf 
wir, (Kss X = at, 7=0, als C 
Veri)iiidniis mit x=a(t — s\ni), 
Coordiiiateii von M, der Olleicliiing 
10) Die Eiiicycloide. Rollt der Kreis, 
ist (Fifi- 12), auf dem festen Kreisr 




1 



t-*^" 



:« 
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Ä hin, so beschreibt Punkt 31 während einer Umwälzung: 
den ersten Zweig einer Epicycloide. 

Es sei: AB = r, ÜB = a, AP=x, MV=^ij, t 
und 4 zwei Kreisbögen mit dem Halbmesser = 1 be- 
schrieben. Weiter ist : arc BE = rt^ ars BM^=at^, 

rt 
arc BE = sucBM, oder rt = at, d. h. ^. = — ; ^ = 

ÄH+D3f; AH=(a + r)co^t', l)M=ami(t + f,-^^ 

-^ — a cos {t -f-- tj = — a cosi — ^ - j t: f/ = ÜH— CD: 

CH==(a + r)^mt; C D = acos it ~{- 1, — ^\ =a sin {t + t^) 

-^ asin (^ — ^)^. So erhält man als Gleichung der Epi- 
cycloide: 



/// — L. /k«\ 

x = (a -{- r) cos ^ — a cos i 1 



t 



y = {a -\- r) sin t — ä sin 



• /^ + ^\ / 



Gleich, d. Tangente : T — 2/ = tg (^j^) ^ [-"^-^J 

„ „ Normale: y-^==-cotg (|*^i^j i^[X-^]. 

Soll wieder bewiesen werden, dass die Normale von 31 

durch den Berührungspunkt B des Erzeugungskreises geht, 

so muss man zeigen, dass X = rcos^, r=rsin^, als 

Coordinaten von B, in Verbindung mit den Werthen für 

- X und u die Gleichung der Normale befriedigen. 

11) Die Cardioide ist ein besonderer Fall der Epicycloide und 
entspricht der Bednigung u == r. Ihre Gleichung ist da- 
her: ^ = 2acos^ — acos2^=-a(2cos^+ 1 — 2cos'0; 
^ = 2 a sin ^ — a sin 2t = 2a sin t (1 — cos t). Wird das 
System in der Weise trän sformirt, dass man a — x statt x 



\J!^. 



■ -Ju 



'1 >t. 






'm 



-m 









t1dk3äu3 



Jl 



T^^^^vriT- r*^ ?si-^ .^r? 
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\ox/ 



d iß 
dx 



dx 






d 



rr je 7^ _ ^ 

"dx' ^x^y dx 

ev _^r'r~dj 



8^?a; S^'' d:C 



tix 



und daraus folgt: 



dl/ 






SV 8Y 



rf j; 



8Y 



(6) 



Vorausgesetzt, dass dieser Ausdruck nicht nochmals unbe- 



stimmt wird, i^ibt er uns für 



dx 



im Allgemeinen zwei verschie- 



dene Werthe, und daraus folgern wir, dass die Curve in diesem 
Punkt zwei, verschiedene Tangenten besitzt, was nur dadurch 
möglich wird, dass sich 2 Curvenäste in diesem Punkt durch- 
schneiden. Ein solcher Punkt wird Doppelpunkt genannt. Da- 
mit aber die beiden Werthe reell und verschieden ausfallen, 



muss (c^-^-l 



> 



^ • ^-S «em. Ist dagegen ( w—L- 1 









so fallen die beiden Tangenten in P^ine zusannnen, die Cur- 
venschleife verschwindet alsdann, und der Doppelpunkt wird 
zu einem Rückkehrpunkt oder zu einer Spitze. Wird endlich 

<^'ö-2^ ^^ Wird ;t^ unagmar. Der Punkt ge- 
^ X ^ y (IX * ■ 

hört dann der Curve an, lässt aber keine Tangente zu, weil er 
mit den übrigen Theilen der Curve nicht in Verbindung steht. 
Wir nennen ihn einen isolirten oder conjugirten Punkt. Dop- 
peli)unkte. Rückkehrpunkte und isolirte Punkte haben hier- 
nach die gemeinsame Eigenschaft, dass ihre Coordinaten den 
Gleichungen : 



f(x^) = {). 
genügen müssen. Aber man hat: 



ox 



^y 



= 



(7) 



iS^; 
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Der Richtungscoefticieut -f^ — if'u ei-scheint jetzt in 

Cv 'JC et t Cl t * 

der unbestimmten Form - und hat den wahren Werth: 



dp • dF 
ist dann: 



Die Gleichung" der Tangente eines Rückkehrpunktes 



(r-^)S-(x-^)^ = o. 



(14) 



dt' '^^ '^' dt' 

15) Die Lemniskate : (x-^ + y^)'^ — ^ tt*'* (x^— y^) = liat in 
i>c = 0, f/ = einen D.-P., dessen beide Tangenten: 
Y—±X unter Winkehi von 45'' und 135'' die ^- Achse 
durchschneiden, also zu einander sqnkrecht sind. 

1 6) Cissoide : i/\2 r — x) — j?^ = ; Spitze : x- = , // = ; 
Tg.: Y=0. 

1 7) NeiPsche Parabel : x^ —pif = o : Spitze : x- = ; f/ =^0\ 
Tg.: r=0. 

IS) f=x*-{-a'x' — a''i/'' = i); D.-P.: ^ = 0, ^ = 0; Tg.: 
Y = ±X, 

19) /•=::.a;« + x-^^ — 2x"' — 2y/ + 2 = 0; Spitze: x=l, ^ = 1; 
Tg.: (r-f X— 2^ = 0. 

20) /•=^-* — ic«— \c*^ = 0; D.-P.: ^ = ^ = 0; Tg.: Y = 
= ±2X. 

21) f^x' + y' - 2 a' !/' — 2h'' x' + h' =r. 0; D.-P.: ^ = + 6, 

y = 0; Tg.: r=±^|/2(X+6); r=: ±''[^^ (X- ?>). 

22) f = x'— 2qi/—'6a^ y' — 2 d' x' + a' == 0; D.-P. : 

Tg.: r = ±l/i(X-a); r=±l/i(X + a); 



i^ 



a. 



23) /•=(// — 6)-^— (^ — a)* = 0; Spitze: x = a, /y — 6; 

Tg.: Y=&. 
24) /•=: 5 ^' ■+ 10 ^ — aj' + 2 ^' + 5 =- 0. Der Punkt x ■=. 0, 

^ = — 1 ist ein conjugirter Punkt. 






■-».r» 






41 
■vi 



^ <i 
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kreis. Die Stärke der Krümmung einer Curve in einem be- 
stimmten Punkt wird gemessen durch die (jrösse der Krüm- 
mung des dem betrefi'cndcn Punkt zugehörigen Krünmiungs- 
kreises, und da diese mit wachsendem IIall)niesser = (> al)- 
ninmit, so ist der rcciproke Werth dieses Halbmessers, nämlich 

- , ein Ausdruck, für das Mass der Krümmung. Wir beginnen 

mit der Bestinnnung des Krünnnungsmittelpunktes für die 
Gleichungsform: x = (p(t)^ y=^(i)^ legen (buch zwei vor- 
erst noch endlich entfernte Punkte jdu und x^ y^ zwei Normalen 
und bestinnnen deren Schnittpunkt. Die Gleichungen dieser 
Normalen sind: 



■tr> 






(X-^)^^ + (r-^)^^ 



dt 



dt 



0. 



,x_.,)^ + (y-,/^ = o. 



(15) 



(16) 



Die Coordinaten X und Y des Schnittpunktes werden ge- 
funden, indem man wegen (15) 

X'-x Y—y 



du_ 
dt 

X = X -|- m 



dx 
~dt 



= m , oder 



dy 



Y^y 



m 



dx 



(17) 



dV ^ -^ "^ dt' 

setzt, diese Werthe in (!(>) sul)stituirt und so zunächst eine 
Gleichung für m herstellt : 

du „\d^\ I ^^, .., ^^*^ \ ^/A 



^■^ "^ '^^ dt "^ ^'* ^ jt + ^2/ - ^'^ TtT - ^1 ) "^ = 



dt, 



m = 



dx dy, dfj dx. 



(18) 



dt dt, dt dt. 

Wird dieses m in (17) substituirt, so gewinnen wir den 
Schnittpunkt zweier endlich entfernten Normalen, Da aber 
dieser Schnitti)unkt unter der Voraussetzung gefunden werden 
soll, dass die Normalen unendlich wenig von einander entfernt 



V, 



m 






^^^ 

m 



■r 
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-'•',, 



1 + 



m 



\dx) 



dx' 



(28) 



X = x~ 



[> + (2)'] g 



1 + 



d^ 
dx^ 



r=z/ + 



\dx} 



(TV 



(24) 



4' 



_ Vb ^ m 



d^ 



(25) 



Ist die Gleichung in Polarcoordinaten gegeben und von der 
Form: r = f{t), so ist 3; = rcos^, iy = »-sin<. Die Formeln 
(21) und (22) gehen dann in folgende über: 



Y = i) + 



K^y+^K«»^^-*-^'»^] 



+ ^'^7)--^ 



rZV 
df 



(26) 



X 



X — 



[©'+ '•] [ 



dr 
Tt 



sin t -\- r cos ^ 



] 



a 









(27) 



»•'+2 






(28) 



Wenn endlich die implicite Funktion / {xy) = die Curveu- 
gleichung repräsentirt, so werden n.adi (7) zwei zunächst wieder 
endlicli von einander entfernte Normalen der Punkte xy und 
x^ ifi durch folgende Gleichungen ausgedrückt : 






(29) 
(30) 



■!■•« 



« -«.11 



• >2 
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A'^ 



m 






W) + \lx) 



2 



SicÖ 






(3H) 



(' 



- V(T^WV-iY^'f = « l/QV (|i)* 



2T3 









87 /?/' 
8 a;' 



VW^^ Ci)'] 



(84J 



2 



?.T8/y 8 






Jedem Punkt der geüebenen Ciirve entsi)richt ein bestimmter 
Krümmungsmittelpunkt. Der geometrische Ort aller Kriim- 
mungsmittelpunkte wird Evolute genannt. Die beiden Glei-. 
cliLingen für X und Y bestimmen zusammen mit der Gleichung 
der gegebenen Gurve die Gleichung dieser Kvolute. 

Die Elemente des Krümmungskreises für die folgenden Cur- 
ven zu bestimmen: 



32) Der Kreis : x' + y' - r' = 0; 



i)i = — 2 ^ X = , 



y=(), (> = r. Der K.-K. fällt ganz mit dem gegebenen 
Kreis zusannnen. 

83) Die Ellipse : ;r = a cos f , ;/ = t sin ^. 

m= ^^ ~ ; X= cos'^^, F= — ^ — smV. 

ah a b 

Wird aus beiden Gleichungen die Variabele t eliminirt. 



so erhält man als Gleichung der Evolute : v 1/ Y^ + 



+ ^a' X' = ^/{a' - h')\ Auch ist X = 



a 



h' 



a 



x\ 






34) Die Hyperbel : -^ — 7^ "^ ^ 

/x' , v'\ a' ¥ 
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Y + 2 a = a (1 — cos ^i) ; wird jetzt X — an durch X^/^ 
F + 2 a durch Y^ ersetzt , was einer Verschiebung deSL^ 
Anfangspunktes um an und —2a entspricht, so erhält 
man als Gleichung der Evolute: 

Xj = a (^1 — sinij ), F^ = a (1 — cos t^ , 
und daraus folgt, dass die Evolute eine congruente Cjcloide; 
ist, die sich nur hinsichtlich der Lage dadurch von der ge- 
gebenen unterscheidet, dass ihr Anfangspunkt um a n und 

— 2 a verschoben ist. Wir finden (> = 4 a sin ^ , und da 

die Normale =2asin- gefunden wird, so ist der Krüm- 
mungshalbmesser der doppelten Normale gleich. Um den 
Kfümmungsmittelpunkt zu construiren, hat man die Nor- 
male mir um sich selbst zu verlängern. 

(a ~4~ t\ 
) ^1 

y = (a-\- r) sin ^ — a sin ( 1 t\ m — 

r 



2a 
r+2a 



X = 



Y = 



(f = 



r + 2 
r 
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+ r) cos ^ + a 



r+2 

4 a (r + aj 



a + r) siut -{- a sin 






sm 



t. 



r + 2a "'2 a 
Der Kr.-Mittelpunkt wird auf folgende Weise con- 
struirt: Man zieht (Fig. 12) den Durchmesser M6r, ver- 
bindet G mit A und verlängert die Normale MB'^ der 
Schnittpunkt K ist der gesuchte Kr.-Mittelpunkt und 
KM der Kr.-Halbmesser. Da 6riV parallel BM sein 

r ^ ^^ r 



muss, so ist KB== 



KM 



( 



1 + 



) 



r + 2a 



GN = 



r+ 2a 



BM, und 



r + 2a. 
2{a + r) 



^ ,^ 2 (a 4- r) T^ T,^ 
BM=-- -e — \ — - BM = 



2 a sin 

2a -f~ r 2 



2a + r 
t, _4(a + r) 
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In der Form einer Determinante heisst diese Bedingungs- 
gleichling: 

Vf 8Y »/• 

8»8,!/ 8j" 8s 
1^ ¥ 



(3S) 



Winl die dritte Vertikalreihe mit (« — 1) miiltiplicirt, die 
ganze Deteniiinaiite diii-cli (w — 1) dividirt und duicli nf er- 
setzt, so efliiUt man: 



»Y Vf 



<»-i).^ 



8»>a» 8i/' ' '»j 



8/ 
8y 



«f 



Multiplicirt man nun die erete Vertikalreilie mit x, die 
zweite mit y mid zielit ihre Sunnne von der dritten ab, so 
winl: 

)»■■ 8x8.1/ '81 «x' 'BiBj 

8Y 8Y 



8Y JY , _i^»f _ ^j ^^ 

818* 3,»' ^" 'J!/ ■'isxlu 'in' 
8/ _ 8/ 



— 0. 



Wii-d jetzt die fjegeliene p'milition f{xi/) = in die liomo- 
gene Funlttiou f{xi/s) = i} mngewandelt, so liann der Lelirsatz 

von Euler: x^ 



M 



der Funktion anzeigt, zur Anwendung konuiien. Da aber ? 
J-, K- wieder homogene Funktionen sein müssen, und zwar 
vom (n — 1)"° Grad, so ist nach demselben Satz: 

12* 
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Unttt Hein. Ueide Gleichungen lassen rtaher im Allgemeinen 
3 n (n— '2) Lösungen zu, und die Curve liat eben so viele Weiide- 
imiikte. Curven (leb /weiten Grades können deninaeh keine 
Wendepunkte besit/en 

Ist die Curve dnreh die beiden Gieicliungen gqjeben: 
x = <p{t), y = tp{t), so wild der Kriimniungslialbinesser nach 
(22) UMundlich. wenn: 

dt "dt* dt' dt' ' ^ ' 

und aus dieser Gleichung entnehmen wir die Parameter der 
Weiide])unkte. 

Für die Fonn: y^f{x) wii'd nach (23) der Krümmungs- 
lialbinesser unendlich, wenn: 



dx^ 



(42) 



Die reellen im £ndlidieii gelegenen Weudeiitinkte folgender 
Curven zu finden: 

42) f'^x" + !f'+6aj:!/+l = Ü. Homogene Form : 



gibt: 



= Xffs{l + 2 a') — a' (x' 
,,,, , 1 +2a' 



I = 0. Aus dieser Glei- 



chung und /■=0 finden wir: x=:0, ^ — — 1; x^^- 
^ = als Coordinaten der Wendepunkte. 

43) f^x" — Sax'' -\- c'y^O. Homogene Form : 

x' — (i a x'' s -{- c' if 3" = . 

G{x — ais) Ü — r>a^| 





-6ax 







2c'i 



2cV 2 c"// I 

Aus ^ ^ und / = findet 



= 24 (j: — a) c* 

x^a, 1/ ■■= —j- als Coordinaten eines Wendeimnktes. 
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eines solchen Rechtecks MNN^ M^ (Yi—i/i) (xi^i — xi), und 
die Summe aller Rechtecke, oder die ganze Fläche : 

Fl. Ä3IB^A = ^(Yi-t/i)(xi^^--xO={\Y-9j)dx. (43) 

J a 

Wenn statt der Curve ANB die Achse HG als untere 
Grenze eintritt, so ist y = Q zu setzen. Mann hat dann : 



Fl. HA MB GH 



J a 



Ydic. 



(44) 



Fig. 14. 
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Fl. OBMDO= \dt. 



i8rj 



(46) 



50) Man soll das Fächeiistück berechnen, welches zwischen 

einem Parabelbogen und der ä:- Achse liegt; y'^=^2px. 

Tx rx 2 

Fl. =1 ydx=^\ V'2pxdx = — xy . 

Der Parabelbogen, vom Anfangspunkt gerechnet, theilt 
das aus Abscisse und Ordinate des Endpunktes construirte 
Reckteck so, dass zwei Drittheile desselben die Parabel- 
fläche bilden. 

51) Die Fläche eines Kreises zu finden; ;z; = r cos ^, 
^ = r sin ^ . 

dx = — rÜMtdt\ für a; = ist^ = — , für x=^r 



ist ^ = 0. 



Tl 



FL =4 {' ydx = —4. [\^m\'tdt=4.r'' [\\\iHdt^r'n. 

J J J^ J 

'i 

52) Die Fläche einer Ellipse zu finden ; a: = a cos ^ , 
^ = 6 sin ^ . 



JT 



Fl. =4 l 2/<ii^ = — 4 I ahün^tdt=4tah\ ^m'^idt = ahn, 

J jn J 

•2 

53) Man soll das Flächenstück berechnen, welches zwischen 
einem Hyper-belbogen und einer zur a;- Achse senkrechten 



2 2 

X y 



Sehne liegt; —^ — j^=\, 

Fl. =2 {''ydx = 2b {\lx y^^—i. 
Zum Zweck der Transfonnation setzen wir x = a 



6*+ e 



-t 



y = b 



e^ — e~^ 



durch welche Werthe die Curvendei- 



2 ' ™ "^ — ^ 

chung befriedigt wird. D'd x^a wird für ^==0, und 



dx== a 



e^ — 6"* 



dt ist, so ist: 



■^i? 

%! 



iHf. 

Ferner ist - -f f = *^'t oder 
ab 

54) Miiti zeichne eine Hyjierbel in 
toten, t'urvengieidimif! : x;/ 

A der Anfniigspuiikt des Systt 
die Oitliiiate, AB=p die Ali 
die Ordinate, ÄD=x die Ah: 
tes M, a der Asyniptotenwinl 
soll bereclmet werden. 

Weil das System schiefwiiike 
tial der Fläclie ^sin aydx, w 

dx="ni^ si 



j-l. ^ sin a 1 - 



55) Die Fläfhe zwischen einer Cycl 
finden; j = a((— sin(), y^ 

Fl. == I !fdx = a' \ (l — (.■ 

5lj) Eine Curve hat die Gleichun{;: 
nian soll die Fläclie zwischen d 
finden für ^ = his t = 27t. 

/•■in 
FI. =aM la\nt(lt = 2a^T: 

.57) Die Fläche zu berechnen , wel 
und den beiden nach ihren En 
messerri des Grundkreises eingi 

x = {a+ r)ct)tit — o cos I — 
-asi„(»-±-')<. 



Denken wir uns (Fig. 12) die angefangene Curve EM 
vollendet und au den Endpunkt P gesetzt, so soll die 
Fläche Ä EMPA berechnet werden. Man ziehe Leitstrahl 
AM=R und setze Wkl. MAE=^, so i^t: 
1 



Da aber E^ = a>' + y^, tg ^ = -, cos' ^ ^^ 



rv 



wenn x;/ die Coordüiaten von M sind, so ist: 
,tgf X . \ dA dt -^ dt 

dt dt COS'qi dt -JT 

''\-y% («+r){2a-)-r)[l-cos^^] 



d<p 

dt "~ R' ^ R^ 

Für die Fläche AEMPA hat der Erzeugungskreis eine 
ganze Umdrehung vollendet, so dass rt^^lan, oder 



Fl. ^Ji;j>fP^== '°+."'f°+''' r(i-cos!^<) = '°-^'''*+''"'" . 

Wird davon der Kreisausschnitt AEPA = ar n abge- 
zogen, so bleibt die Fläche EMPBE zurück. 

58) Die Cardioidenfläche erhält man aus der vorliergehenden 
Formel, indem man r^a setzt. Fl, = 6a're. 

;j9) Die Fläche der Lemniskate: B* = a' cos 2 ^ zu linden. 

Fl. = 2 a° ' cos 2 i = «'. 

i)0) Die Fläche der archimedischen Spirale : R = at soll tur 

einen Umlauf des Leitstrahls gefunden werden. 



F^l. 



■2j.""-"3 • 



\ *T'~~i 



s 



=l>'l/fi)'+(s) 
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(51) 



Gl) Die Peripherie eines Kreises zu berechnen; x = rco^t, 



S 



J2lt 

dt K(si 



sin* t + cos* r* = 2 r TT . 



62) Die Länge eines Parabelbogens vom Scheitel bis zum Punkt 
a;«/ zu finden; i/^=2pa!. 



G3) Den Bogen einer NeiPschen Parabel zu finden, vom An- 
fangspunkt bis zum Punkt xy; y^=ax^. 

«=I>K^^=^J(' + ¥)'->]■ 

04) Der Bogen einer Kettenlinie vom Anfangspunkt bis zum 
Punkt xy soll berechnet werden; y==-^iß™+e '»l. 

iS= i dxy 1+ ie'^'-e'^j ===-^ic'^--e''^\=yy 

Der Bogen einer Kettenlinie, genommen vom Anfangs- 
punkt bis zum Punkt xy^ ist gleich der zweiten Kathete 
eines rechtwinkeligen Dreiecks, dassen eine Kathete =m 
und dessen Hypotenuse die Ordinate des Endpunktes ist. 

65) Es soll die Bogenlänge der Cycloide gefunden werden; 
x^==a{t — sin ^) , y = a (1 — cos 0- 

d^|/2(l — cosO = 2a sin-d^ = 8a. 

J ^ 

66) Die Bogenlänge einer Epicycloide zu berechnen. 
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70) Die Mantelfläche eines Kegf 

Ist y = i a: die Gleiciiuiif 

drehiuig den Kegelmantel i 



^i: 



Da &=tga, wenn « der 1 
den Geraden , so ist k h 
kVl ■\-k^ = s= Länge der 
stitution dieser Wertlie erlii 
71) Es soll die Oberfläche des 
entsteht, wenn sich eine Cy 

(-Sit 

= 2a' Tri {1— cosi) 1/ 



72) Die Oberfläche eines Parabo 
gleichmig: y'' = 2px. 



2uVp^\lxVi^ 



73) Man soll die Oberfläclie ein 
entsteht, wenn sich eine ] 

dreht. 

Isti/'-=^(a' — x') die 

lo = '^—- {'dx \/ a'- (a^ 
Wenn nun o > i ist, so : 



- ('dxVa'-e' 
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